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رقم الايداع لدى دائرة المكتبة الوطنية 
(2010/1/234 ) 


محمد أحمد عطوان 
اسم الکتاب : العلّم في الرياضيات” أساسيات الرياضيات للعلوم الهندسية ” 
تألیف : آحمد عطوان 


الواصفات : الریاضیات / الهندسة التفاضلية . 


تم اعداد بیانات الفهرسة والتصنیف الأولية من قبل دائرة المكتبة الوطنية 


هاتف : 00962-79-7083895 


الاخراج والصف الضوئي : أحمد عطوان 


جميع الحقوف محفوظة : لا یسمح بإعادة اصدار هذا الكتاب أو أي جزء منه أو نقله بأي شكل من الأشكال 
دون إذن خطي مسبق من الؤلف . 


العلم فی الرباضیات 
اعداد : احمد عطوان _ اشراف : د. مصطفی العفوري , د. سلیمان بني هاني 


جاء الکتاب في ثلاث وحدات هي : 


1 التکامل . 
2 القطوع ا خروطیة . 


3 الهندسة الفضائية . 
ختوي على مسائل محلولة وشاملة لطلبة الرحلة الثانوية والسنة التحضيرية الجامعية . 
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الاقتران البدائي 


تعلمت سابقا أنه إذا علم اقتران ما , وتوفرت فيه شروط الاشتقاق فإننا نستطيع أن 

نحصل منه على اقتران اخر يسمى الشتقة الأولى للاقتران ق ورمزنا له بالرمزق” 
وفي حالات أخرى يحدث العكس, أي يكون لدينا ق(س) ونرغب في معرفة 

الاقتران الأصلي ق(س) ۰ كأن یکون لدينا ميل المماس عند أي نقطة على منحنى ما ونود 
معرفة معادلة هذا المنحنى . 

وكما سمينا الحصول على مشتقة الاقتران بعملية التفاضل أو الاشتقاق فإن العملية 
العكسية وهي عملية الحصول على الاقتران من مشتقته تسمى بعملية إيجاد ( أصل 
مشتقة الاقتران ) » وھذا ما يعرف بالتکامل . 


إذا كان ق اقترانا متصلا على مجاله ؛ فان م ( س ) اقتران بدائي ل ق ( س ) إذا كان : 
۶ س) - ق ( س) لكل س في مجال ق . 


| مثال | الاقتران ل سا اقتران بدائي للاقتران سأ على الفترة ¬ 06:00 ) لأن 
لجميع قيم س . 
3 7 
ئا( ] الاقتران 1 ن" اقتران بدائي للاقتران ن؟ الفترة(۰ ۰ م0 )لان د 
قتران ن قتران بدائي للاقتران ن على الفترة( 0 )کن ج( 
لكل ن عدد موجب . 


كما نعلم إذا كان ق(س) = سر فإن ق (س) = 4 س" وحسب التعريف السابق یکون س٤‏ 
اقترانا بدائيا للاقتران 4 سسا۔ 

إلا إننا نلاحظ أن الاقترانات س سر + ۰۷ سر - ۵ , سره ج (حیث ج ثابت ) جميعها 
لها نفس المشتقة ۶ سا . 

وهذا معناه أن أصل مشتقة > سأ ليس اقترانا واحدا فقط . اما هو مجموعة من 
الاقترانات تختلف فيما بينها بثابت . 


نظرية 


إذا كان م(س) اقترانا بدائيا للاقتران ق(س) على الفترة فء فإن أي اقتران بدائي اخر 
للاقتران ق(س) على الفترة ف يكون على الصورة م(س) + ج ( حيث ج ثابت ) . 


تدعى عمليةإيجاد الاقتران البدائي للاقتران ق(س) بعملية التكامل غير ا حدود للاقتران 
ق (س) . 
و الرمز| ق(س) د س = م (س) + ج يشل أعم آصول الشتقة . حيث نسمي 
ق (س) . د س التکامل غير ا حدود ل ق(س) بالنسبة ل س, كما نسمي ق(س) بالْکامّل ؛ 
ج ثابت التكامل . 


4 
تقدم نفمه أ : م( س )| ق (س). د س جه م( س)- ق (س) 
وما تقدم نفهم أن : 


D0‏ إذا كان م (س) مس - ل س + ١‏ اقترانا بدائيا للاقتران ق (س) , سو |- 1,7] فجد 


7 
.)١(ق‎ 


ق (س) = م (س) در ٤)‏ س ا٣س‏ = سا سر 


نفا ساد و هه ۱۱۳ 


إذا كان ق :[۸۰۰] ے ح , م (س) اقترانا بدائيا للاقتران ق (س) حيث 
12د ھ0 رشحم (2ا 


م (س) -| ق ( س ) . د س 


م( س)- ق (س) ۽ م( س )= ق(س) = 1 سأ - ۵ س +۹ 
2 4 
م( س )= ق (س )= ۱۲ س - ۵ 
7 
م (۶ ) - ۶(۱۲) - ۵ - 2۳ 


إذا كان كل من م (س) , م (س) اقترانا بدائیا للاقتران التصل ق, فإن م (س) - م (س) = ثابت 
١‏ ۲ 


إذا کان م (س), م (س) اقترانين بدائيين للاقتران المتصل ق وكان م (س) ۵2ص کی, ‏ 
,٤ ۶‏ فجد م (س) . 
۲ 


۱ 


م (س) - م (س) = ج( حيث ج ثابت ) 
۲ ۱ 
م (س) - م (س) +ج د سر - م س +1 + ج 
١ ۲‏ 
۶ 
لکن م (۳) - ۶ ہے () - 2 (۳)+۱+ج-ء ے چ - ۱ 
۲ 


م ( س ) - سا - ۶ س ۷۰ 
4 


۱ ۳ ۳ 
إذا كان | ق( س) .د س۔ س _ لك _ جتا سم ج » فجد ق(20). 


HD‏ د 5 سس 
کے ا 


قؤ(س) .دس )۔ ت ( س - ت - جتاس + ج ) 
د س ۲ 


سم ق( س)- ١‏ سأي جا س 


حو قش د ے سن و جعاشسن ہے ق ()۰ -2(5) + جتا2)ء- 


| جح رو ےن فيد د 1 

(اخل) باشتقاق طرفي المساواة ‏ لم ق (س)- ۲ جاس جتا س +۲ جا (۲س) " جا(آس) 
ق آس) - 1 جتا (آس) 
7 4 
ق (س) = ۔٢۱جا(اساے‏ ق/, )2 -۱۲جا( 7۲ )=۰ 


4 
TT‏ 0 , ق( ,١١)‏ فما 
(اخل ما أن ا ا 
٦ ۰‏ ۲ 
إذن ق(س)- ظاس + جتاس - ل يدج 
۳7 
لکن ق ٠١)‏ سه ظا () + جتا(2) - ل +ج ١١‏ 
(ج) ا ۳ > 


س E‏ وھ اجه 
إذن ق (س) = ظا س + جتاس - ل 
Ty‏ 
ق١7۲‏ ظا ۱ 7 7۳۱۰ ا عملم ١ ١‏ 
ق(1) = ظا () + جتا(7) _ ل = رک ہے 1 
ر و کہ یہت ہے 
[۸] إذاكان | قّرس) ارس = جتاأس - أ¡ جا س + ١‏ وكان 


ق(س) -] جتاس (-جاس) - [جتاس ‏ جا(آھسا أجتاس 


قواعد التكامل غير اگدود 


تكامل بعض الاقترانات المثلثية ( نتائج ) . 


| جا ( اس + ب ). د س - حا جتا(أس+*ب)+*ج 
1 


| جا اس عب )ردن د ل جا( أس+ب )+ ج 


أ 

3 1 eT. 

قا( اس + ب ).د س= ‏ ظا(آس + ب )+ ج 
أ 


ا 73 
۱ 
| قازآس+ب)ظا(آس*ب). دس د ل قا( اس +ب)+ج 
أ 


| قتا( س + ب ) ظتا(آس+«ب) .دس د حا قتا( اس +ب )ءج 
۱ 


E |‏ سس نا ند 
| وا وت جيه نكاس دازم دنا وى بیو 


۲ 


(+ 


۷ 
۵ ج 
5 0 ص ۵ ۵ ۵ 
| تاها دوه ان هس ۲ دج ماخ ص + ج 1 او + ی 
ن 


[+ 


0 
سا 
۳ 


نا 
مٹا سك 0 ردانق ر 
۷ 


۷ 
5 1 ۲ - ۵ 5 ۷ 
TINUED‏ ]دی 0 ری ے ا( 4س ]جج 
- ۵( ۷) ۳۵ 
۳ 


سر اس 


| مثال ] 5 1 ۲ 
مثال | ل .د ۳ ۲ = (£ س+١)‏ 55 _ ۶۱ س +۱) 5 
س 3 ١+‏ .د +< ت 
ا س + ١‏ هگٰ ند الو 0ہ 
٤ 3 =‏ س +۱ ۽ ج ۲ 
۲ 
5 _ .مس 
[جا(لس دس تا ہہ معط جتل "+ ج 
۳ 0 


۳ 


7 


جا(۵ س ١+‏ ها فس ناا 
مثال | چا س+!) . د س 6 : سی سه قنك ادس 
جتا(ه س :۱) جتا(۵ س ١+‏ ) جتا( 0 س +۱) 


١ 
قواعد التكامل غير المحدود‎ 


72 01,۰ (أثابت) 


۳ 


| ق(س). دس +] قاس). دس + ]| قراس). دس ۰.۰۰ + أقاس). دس 
ل 


شكال اکس سو ع | یں رس :ا شاک = -7 جتاس + ج 
[مثاك] )سء 


١ 
جا (اس). د س )| س .د س عا ۱ 9-۶ د‎ -- 
سا‎ 


2 
| س . د س »| دن و +] چا( س) . دس 


)١‏ س س ّْ د ‏ س6" , سے صفرا 
0 ن ن 
۶ (سص) د س ص 


إذا کان من عددين صحيحين موجبين و س ص عددین حقيقيين موجبين , فان : 


ص٣ن ؟) تا س‌ص .اس‎ HE 
دا س _. ماس ؛×. ص ع صفرا 7 | ل س 7 سن‎ (۳ 
ص‎ 


إذا كان م, ن عددين صحيحين, حيث ن > صفر» س عدد حقيقي موجب , فان : 


١‏ س( 


إذا کان م, ن عددين نسبيين و س ,ص عددين صحيحين موجبین , فإن : 
ل +ن م کے 
)١‏ سا سن ل س۸*" ۲ لد . س , سے صفرا 
۳ 
م 
۳ (سا) ۲ 


إذا كان س, ص عددین حقیقیین, فان : 
۲ ليع ۲ / ۲ 
۱ (س + ص) = س +۲ س ص + ص ۲ ۱س -ص) = س - ۲ س ص + ص 
۳ ین ۲ بای ۲ ۳ ۲ 
) (س +ص) ‏ س + اس ص۶٣٦‏ س ص + ص 
( س - ص ) = سأ ۲۰ سا ص +۲ س صا - ص 
سأ - صا = ( س - ص ) ( س + ص ) 
سا + صا = ( س + ص ) ( سا - س ص + ص ) 
سا - صا = ( س - ص ) ( س + س ص + ص ) 


ن ن ن-۱ ن-۲ ن-۲ ن۔ا 
س - ص = ( س - ص ) ( س + س ص + . .. + س ص + ص ) حيث ن عدد صحيح موجب 


أمثلة متنوعة 


مثلة متنوعة 


[۱ جد |( 4 + ١‏ )(س - ۷). د س 


29 |1؛ سا ۱۱۱س -۷). د س ۔ |( س ۲۸۰ س] + س ۰ ۷). د س 


ا س + سل سآ- ۷ س + ج 


[] جد )سا۔٣۲‏ دس 
۲ 
تک ]ريك ا > 


۷ 
| ۲ ] جد ٦‏ 0 
۷ ۷ 
۷ 
الك د اسن مس . |( س ۲۱ (۳س 0۱۰ دس | (۳۲۱س-) أ .دس 


1 
۳ )سن )دس 


3 
ا وس 
۳ 
20 | رسا 1ا دس 5 ]س٣٣‏ که ۲ تراد 
7 
۳ 

لک | س ۳-۲۱ س س ا کس ۷ اا دشن 
999 9پ 4 ,0 00 


جد | (س - ؟ ) (سرا+ ؟ س+۶ ).دس 


۳ 
0ظ | (س - ؟ )(سا+ ۲ س+۶ ).دس ۔ | (س-۸).دس ٢۵‏ س۸ ہیں بت 
۶ 


جد | (ن۱۰) (ن -۲۰)(ن-۲۰).دن 
ص د-۱ (ن٤)(ن۔۳).دن ls‏ 0480 


. | نا-1 زاء پ+ 1 ن۲ ناء لذن -آن+ج 


4 
رک 
چه | سا ذا من تست دشن 
دس 


۳۳ 
ساس جح دين | ساد سا ۱۲+ ).دس 911٤‏ 
۳ 1 
۵ 


ے گس + 4 سأ +۹ س + ج 


جدا(۱١۔ن)(۱+ن)(۱+ن؟).دن‏ 
|۱۱)۵+۱()۵-۱۱+ن).دن ٤‏ واه درو ۵ و" 


لا واا ی یس 
ا 0 (سأ- (س ۲)). د س 

۳ 

(٣ ) ۵ ۲ 

ف | رس یت ادس ع | سل س چ 


۳ 
۲ 
اج . ادس 
٤‏ 


س 
۲ ا + ۶ 
(س + ۲ ) ادس ے س س ۰ 


س 


ls‏ ل0 


07 کس ب د ا[ ادس 
7ور 
دے سس سح 
جد |إس ]اس .10س . سل[ دس 


مود ۰ سل |( .دس ہر ).دس 


۲ ١ 
+ اس‎ _ ۳ 
سء + سن 1 جب‎ 


]۱١[‏ جد | ([س )۲١‏ رس ۴۳ ).د س 
ذه 


١ 


| اس ۲۰)((س ۔ ۳ ).دس ٠‏ | (س دراس 1). دس دی 7 


+ سل سآ 1 س + ج = ل س اس ۰ س + ج 


س - ١‏ ).د س 


Em جک‎ 0 
۳۵ 


ا ا ساج 


E eT 
۳۱ - لوج (۲ س‎ 


۸ 


۳ 2 
= ل (۲ س - )١‏ +جہ = 
1 


[1۸] جد | یات رھ 1۲۰ دس 
رس 
| ھی 4 رس 1۷۰ا رون = حت 


۲٢٠٢س‎ ١ ١ 


2 ۳ 0 
تراس ) ( س ٢٢‏ سأ +4 ) 555 ٦‏ 9 


۳ 
مش سا + 4 س + ج ۔ لے سمش سا 4 سء ج 


ا 
۲ +4 
3 3 
ہے سے :0 07 ت د کیا کچ 11 ی 
اما ۸ ۸ 
۲ س +4 
کک 


درس اه ۳ 
سے -- E‏ - 4( ۳ سا (۲ بش + ۳( تا و س 


ET‏ اس ام 


۵ 
٢( ۳۳‏ اس ب ۳( .ادس 


لا ہہ اس رب 
(س +° 
0 .ادس سا ظا .ادس بب .ادس 


(س+١)‏ سن :1) 


٤ 7 7‏ 
= | ((س + ۱)+۶)(س +ا).دس = (( س ٤+) (١+‏ (س+١)‏ ) . د س 
2 7 
(س + ۱) ء (س + ۱) سر - ۶ 
= سا له ا — مس __ 


+ حے = 


۲ 227 
سس +۱ ۲(س ۱۱ 


۳ 
(۱- ۲ س + س) .دس | (۲۰۱ س + س) سا . د س 


0 
سا‎ 
١ 


۳ ذا ال 


کا تا ١‏ 
E‏ را £ را 


٤‏ س ۔ ادس 
| +۱ اه ١‏ 
کا یں اش ۱ با ۶ س 7 س + ١‏ | س١٥-‏ مإ]۵س+ر 
ا سڈ ا سے شڈ 


| ۶ س( س١٠‏ - ب۵ س )ر یر IETS e‏ 
کے یس 


(س 0(-)١+‏ س + ۱) 
۱ ۱ 


1 7 
0 ۱" دس 


5 
1س2 11ے (س +۱) چ u‏ _ سء وخ 
۱۵ 


8 

۳ ۱۵ 

۳ 
ام 


۱ ۲ 

ف خی فك 

ری نف حم ۲۳ 
03 


۹ سر - ۳ بس + ل 


8 
اس و 


۳ 


۲ 0 
۾ جاس + جتاس ١‏ 
۲ ۳ 
۵ ۱+ ظاس = قاس 
۲ 1ر 
@ ۱ + ظتاس = قتاس 
© جا( اس )= ۲ جاس جتا س 


7 
جتاس = + (۰۱جتا (آس)) 


نج | 01۳ 

© ]| جاس .دس .| ١1١1‏ - جتا(؟اس)) دس ۔ ل (س - + جا( آس )۰۱ج 

ے | ج ابوا دنس 

© إجتا (۵س)د س | + ۱۱+ جتا ره ۰س )) ادس حال رس + جا(۱۰س)) + ج 
جد | ظاأس ادس 

2 | وتا نوی وی ظطاس_ موی 

| ۳ ] جد | ظتا(۷س) .دس 


۲ گار 
رس | ظتا ی تسن ]هت (لانس) ١‏ ).دس 5 7 ظتا( /لاس) س + ج 


۳ جد 
کیا جج 
ك ۱ ان وین | ۱ 
٠ =‏ ۰ = س 
جج ١-جاس‏ ا+جاس ات اس 


73 7 
وج نت = ظاس + قاس + ج 


جد ]| جا(۳ س +۱). د س 
[جا(۳ س١١).‏ دس ]ل (۱- جتازا/س١1١))‏ ) . د س 


> ۱(2 - جتا (آس+۲)). د س - (س - ل جا(آس +۲)) +جہ 
تا اور 


۳-۹ ء دان . د س آ0۳ ظاأس ). د س 
۱ 


۲ [ 
TS e‏ - ۲ ظا س _ س + ج 
| ۲ ] جد جد | قاس (ظاس + جتاس) .ادس 


۱ 
]| قا س ( ظا س + جتا س ) . د س -|(قا س ظا س + قا س جتا س). د س = قا س + س + ج 


جد |( قاس + جتا س ).د س 
١‏ 
| (قاس + جتا س )دس - |[قااس + ۲ قَاسجتاس + جتاأس |. د س 
- |[ قاس + ۲ + و جتا(اس] سد ][قااس + بش + ل جتال'س| ادس 


- ظاس رۓے س ہو جا( اساپ ج 
۲ 
جد | [جتاأس جا (اس ) | .د س 
2| (جتااس - جا (]س )). د س - |[ + جتا(اس)- ل 1 جتا #س) ) ).دس 
٢ 7 ۲ ۲‏ 


- |[ جتا( اس ۱+ جتا (٤س)‏ ). د س > ل جا (اس)+ ‏ جا كسام ج 


جد | یی ای یا دس 


رس جا( س + ص ) - جاس جنا ص + جتنا س جا ص 
1 ( جا( ٣س)‏ جتاس ۔جتا(٢س)‏ جا س ) . د س 


| جا ( "اس - س ) . د س | جا( آس) . د س- -1 جتا( آس )ە ج 
۲ 


جد | [|قااس + ختا' (۲ س) ۱ ۔ د س 


ای" مض 3 ]اقا ۳ ۲ ۱ 
(قااس + ظا (۲س) ).د س - | قا س + قا (۲س)- .دس = ظا س + ظا( آس)-س + ج 


ا 
٢۱‏ جتاس- ١‏ 


3 3 
کے | فقو ديعا لين ا رد 


۲ ۲ ۲ 
20 | دیع كين دما مور فنيتن [«جتالس - جالس) ( جتاتن جاس ).دس 


١ 


| اکتا لس جالس) . د س | جتا (اس). د س ے ل جا(آس)+ج 
۲ 


۶:۵ جد | قا جا . 
[2] جد ] ناس جاس .دير 


١ ۲‏ 
| قاس جاس . د س ۳ 


| ۲ 
.جاس .د س ۰ | ظاس.دس- |[ قاس _ ۱).د س 
س = ظا س - س + ج 


جد | ( قا س+ ظا س ).د س 
۲ 7 اا 7 
]اس قاس ایس ۵ ص- د 


7 7 ۳" 
۳۳ +۲ قاس ظا س + قاس - .)١‏ د س 0 دس 
= ۲ ظا س + ۲ قاس - س + ج 


ہے ارظاساطلاس ا ونی 
رس ۲ 771 :۰ 1 رآ۵ 
| ظا س + ظا س ) دس > | (ظاأس +۲ کاس ظتا س + ظعااس] ادس 

۱1 قاش ۶ قا مين ) .دس = ظا س _ ظتا س + ج 

جد |( ١‏ - جا( س) )". دس 
۱ 

2 - -جاعس)]. دس -] ۲۰۱۱ جا[ )+ جا | ).دس 

و ۳ ۲ 
]| [1- جارد ١١‏ جتا اس ))) د س ۔|[ ل ۲ جا( تیش - ل جتا (٣س)]‏ |. د س 


ل س پاش جتا رتیت بآ جا (۲س )+ ج 
۲ 1 


1 
اجه | هاس ).دس 


۱ 
® (۱ «جتاس). دس |۲۰۱۱ جتا س + جتالس) .دس 


-] (۲۰۱ چتاس+ ‏ (۱+جتا( آس) ).د س |( + ؟ جتاس + جتا(آس)|. د س 
۲ 


- ل س +۲ جاس ہ ! جا( اس ) + ج 
۲ 3 


جد |2 جا یم دس 

هه اءجالویوس | ( ؟جااس) .دس ۰ ] س۸۶ اوس 

|( ۲-۱ جتا(آس)+ جا راس )دس ۰ ١[|‏ - ؟ جتا(اس) + (۱+جتا (ك٤س))‏ ).د س 
|| - ؟ جتاراس)* ل جتا(۶س)). د س - سل س جا (اس)م ل جا(۶س) + ج 


[ ۱*] جد |[۱ ۱ -ظاس ۲۰۲ ظاس | :دس 


|( ۱ - ظاس ۲۰۲ ظا سن ).دس -] (۱- ظا سء ظا س + اظا س ] . دس 


|(1+ظاآش] .دس | قاس . د س - ظاس + ج 


7 ۲ 
|۵۲| جد جاس + جتا س 
2 جاس + جتا س 


۲ ۲ 
جاس+ جتااس #۹ ا مان 0 و 
اس ان ٭ جتاس 


| (۱-جاس جتاس). د س ١|‏ -ے جا(اس)). دس ۔ س+ 2 جا( اس) + ج 


8092020 ےت .ادس 


جا (س) 
سا .د 
۱ جا (]س| E‏ 
| فنا لاس ]دسي عو _ے N‏ 


و دس تست - 


ادس 


. دس 


جا 72 


جا( س) = اجا س جتا س 
جا( س) د ٤‏ جااس سس ی | 
خاش حا 


- دس کک دس .| سے .دس 
920-۰ _۔ے : دا کھت 
EL‏ جا س (۱- جا س) جاأس جتاأس جار س) 


0اس - ؟ ظتا(؟ س)+ ج 


_ے جا 
RT‏ 
رس 


_ جا 
3 .د سہء| [4 ظتاأس - جتااس ). د س 
ظا س 


١ 7‏ 
دای aT‏ | (۵ قتا س الك رت چ یی | ی 


= -۵ ظتا س - ا + ی 


جد |إجتا ١۶١س‏ ) جتا(١٠‏ س )+ جا(۲اس) جا(١٠‏ س )) .د س 


|إجتا (؟ ۱س) جتا( ٠‏ س )+ جا(۱۲س) جا( ۰ س)) د س 


| جتا (۲ اس - ۰س ).داس ا جتا(۲س) . د س سل جا (آس|» ج 


جد |( جتا(س| جتا( س) - جا( س) جا [س) ).دس 
دم 


| جناب س + ل س) . د س کا د چاو 


E 5‏ جتا(آس) 


چٹ جتا( آس) یں ا قاسو جاسق رن 
جتاس +جاس 


جتا س + جا س 
,| 05 0 6ا ,دس .| (جتا س جار تحت 
جتاس + جا س 


= جا س + جتا س + ج 


اا با سا 
۲ 


رس 


| ۸ جارس جا ر س ۳ س )ری ءاس" 1 
با( ) جتارگ ) .دس -|۲(۲ جا( )جتا( شا ).دس -[۲ جاس د س 


جا( ۲س )۲ جاس جتا س 
جاس = جا( ۲ .= ) - ۲ جارك ) جتا( ك ) 


١١ (۲1‏ - جتالاس))). دس ]ذا - جتا( اس ))۔ دس 86 +2 


جد | جا( اس ) قتا س . د س 


جا( س + س) 
جاس 


دس 


کرس سس ای اف ن | آ جاس جتا س جتاس ٭جتا اس اجا س ف 
جا س جا س 


۴ جس ۲۱ جتا س + جتا( اسا . ر سس 1۱۳ چتاس + جنا ١‏ آس)]. د س 


جارس 
|| زک (1+جتا(اس)) + جتا (آس )|. د سح|(۲+۱ جتا (س)) د س ‏ س + جا(س )+ ج 


[ 11] > حمس .دس 
جتا س 
رس 


]وه ا چا سس اسیا رون ایل امش تسج کٹسا 
جتا س | چتاس ‏ جتا س 
0 5 [ 
ا سن عن كسك ارسي امراك ال ار 


جتاس جقاس 
|[ جتا (؟س) - ؟ جاأس ادس -] إجتا (اس)-۲ (۱(۵ - جتا (آس) ) ]. د س 
سا( جتا( اس) - ١‏ دس 


= چا( آس) _ س + ج 


جا(أس). جتا (ب س) - +[ جا١(أ+ب)س)+جا((أ-ب)س))‏ 
جا(أس). جا(ب س ) - ۲ ( جتا ((-ب)س ) - جتا (([+ب )اس ) ) 


جتا(أس).جتا(ب س) <( جتا( ([-ب ) س )+جتا ( ([+ب) س )) 


٭ تستخدم المتطابقات أعلاه في إيجاد التكاملات كما في الأمثلة الاتية 


EE 
[جا(اس )جتا(۲ س).دس = ](جا((۳۰۲)س)۰جل((۳-۲)س)) ادس‎ ® 


- ۳ ](جا(۵س) - جا س ) . د س و 3 جتا (دس) + جتا س )+ ج 


۳ جد | جا( س) . جتا(7۲۲س) . دس 


ھی - ](جا( + جراس) هجا( ام (rr‏ س )) . د س 


- + [(جا١‏ ۳ س) + جا (- 7 س) ) . دس = حل جتا(۲۳س ) پل جتا( 7۶س )جا 
١ 7 71 ‌‏ 


وو رت 


(فل) | جنا س جتاس .دس ۳ ]|[جتا (ش - | + e (Ee‏ 


جتا -س ہپ چتا اس ).دس 1 س ۽ 1 چا هس 
7( ہق =( س دح (1 چات + ج ) + ج 


جد | چا لد جا ادس 


@ ]جا س جات .دس 1 [إجتا رك . +) س - جتا(ش ++) س) .دس 


= + | (جتا اس - جتا ٣س‏ ).دس < ج جا آس - 4 جا ٣س‏ + ج 


: إذا كان آ.ب عددين صحيحين موجبين فأثبت أن‎ | 11 | u 
جا(أ-با)اس _ جا(أ+باس +جہ ھا ا ب‎ 


8 ؟(أ-ب) ؟(أ+*ب) 
| جا أ س.جا ب س . د س - ۱ 


١)افرض‏ أ ب 
| جاأس. جاب.دس | ! إجتا١أ-‏ ب ) س - جتا ([۰ب) س ) .د 


جا<أ-باس جا(أ+باس کے 


؟(أ-ب) ؟(أ+*ب) 


۲ ) افرض أ-ب 
| جا أ س 59 .دس »| جا أ س . د س 2 (۱-جتااس) ادس 
جا 
ج 1(س - ل جا اس )+ جا ٭ آأس + ج 
1 1 4 


جد إجتاس. جتان . جنا اس .دس 


دي | جنا س . جنا آس . جتا ٣س‏ . د س = | (جتا "اس + جتا س) جتا اس . د س 


ل ]| جتا' ٣س‏ .دس + ل | جتا س جتا “اس . د س 


سل ]۱۱+جتا آس). دس + ل ](جتا ٤س‏ + جتا آس) .دس 


۔ ل سء ل جا آس+ ل چا ٤س‏ + ل حا اس + ج 


1 1 


تعلم أنه إذا كانت ص = ق (س) هي معادلة منحنی قابل للاشتقاق, فان ميل الماس له عند أي نقطة 
7 د 72 5 ۱ ۲ 
(س, ص ) تقع عليه = حك - ق (س) . وعلی ذلك تکون معادلة النحنی هي: ق(س) ]ق (س).دس 
جد قاعدة الاقتران ق الذي مر بنقطة الأصل وميل الماس عند أي نقطة عليه 
يساوي ( جا س - جتا س )". 
2 ۲ ۲ 
0ظ ق(س)۰(حاس -جتاس سے ق رس اا حلاس - جتا س 1. دس 
۲ ۲ 8 ۳ 
ق (س )- || حااس - ۲ جاس جتاس + جتاس) .دس م[(۱ - جا اسن ]. دس 
ق (س )= س + جتا اس + ج 


+۰ ۰ ۰ ق ( سس ) مر بنة بنقطة الأصل سے‎ ٠ 


١ 
جع( +ج ہے جه تل‎ 
۱ 


.. ق(س) 2 س پا جتا اس ا 


جد قاعدة الاقتران ق الذي مر منحناه بالنقطة ( ۱-۰۱ ) وحاصل ضرب ميل الماس 
له عند أي نقطة عليه ( س ,ص ) في مربع الإحداثي السيني لهذه النقطة يساوي ۲ 


۳2 2 ۲ 5 
س. ق (س)- ۲ له (س)- ل ه قرس)ء]| 1 .دس = | ۲ سنأ . د س 
بدن س 
7 
متعق رس ای کو چ 
المنحنى مر بالنقطة ( ۱-۰۱) ہے دوج مه چا 


۲ 
۰ دس + | 
ق ( س ) ددر + 


| ۷۰ | جد قاعدة الاقتران ق الذي هر منحناه بالنقطة (۲, ۵ ) وميل العمودي عليه عند أي 
نقطة ( س ,ص ) تقع عليه يساوي نل سا 


إذا كان ميل المماس لمنحنى ق عند أي نقطة ( س» ص ) تقع عليه يساوي أ( اس - ۱) 
(حیث أثابت) فجد معادلة هذا المنحنى علما بأنه مر بالنقطتين ( ۲-۰۲ ۲١۳(۰)‏ ). 


ق(س)ح]| ق (س) .دس ها ولاس )د | 17اس دی هلاسرا مین نات 
٭ المنحنى مر بالنقطة (21-؟!) ہے ۲(۲ )علج ہے ۲١۲۰‏ أ+ج ...© 
» المنحنى مر بالنقطة )۲١۴۳(‏ هھ ؟۔أز(٣'۔٣)+جہ ‏ ے ١داأ+ج‏ ...(0) 
وبحل النظام المكون من © .0© :أ-ا, ج=-٤‏ ...ق (س)=سا- س -۶ 


| ووا |ذا كان ميل للماس لمتحنى ق عند النقطة ۱۰۰۱ )يساوي ۲ء ولذا كان ق ۱۰۱۰۱ . 
۳ فجد معادلة هذا النحنی علما بأن ين )د س «جتا س . 

3 س)- )قا س) .د س = [س + جتا س دس ۔ ٣ء‏ جا س + جم 

۲ یل جح 0 :. 8( س) مش + جا س +۲ 
7 


رہ ۲ ۳ 
ق (س )عق (س) . د س |[ حك جا س + ؟) د س > - جتا س +۲ س + ج م 


١ 
چا ۰ +۲( ۰)+ ج مه ج دا‎ 


ء 7 
التكامل الحدود للاقتران ق في الفترة [ أب ] هو: | (س) .دس« ق (ب)- ق (أ) 
یسمی أ: الحد السفلي للتكامل الحدود ‏ ب :الحد العلوي للتکامل ا حدود 


ويرمز للمقدار ق (ب ) - ق (أ)) بالرمز ق(۱س )] 
ب ا 
وإذا آمکن ایجاد قيمة | 3 اسن 21س فاا تغرل آن و قابل تبتکامل علی 1آ ب ۲ 
۱ 
مثال | اذا كان ق کٹ ن الدرجة الثالفة وکان ق ۲-۶۸۱۱ ق (۳)=- ٠٤‏ فجد 
ن ق كثير حدود من الدرج وكان ق ق 
4 
ا ق(س).دس 
۱ 5 7 : 
ع | (س) .دس - ق(س) ] عق(۳)- ۱۲۰2۲۳۰۱2۰۶۱۱ 
١‏ 


1 


= قا( 2 )-قار 2) :۱۱ صقا 


إذا کان الاقتران ق قابلا للتكامل على الفترة 1١ء‏ ب ] فان : 


أ 
-] ق (س). د س 


11171 Tl 


7 
مثال | جتا ص . د س (حیث ص زاوية ثابتة ) > جتا ص (7 ٠ء‏ جتاص 


7 

ا 
مثا گان | . د = [+1, فجد قبهة أ( ث ا عدد قبقی ) 
| مثال] إذا د سس جد جیٹ حفيمي 


۳ 


1 
ع | دق تا .۱۱ دص 1 هم ١‏ 
بالتخمین حل للمعادلة أ" أ 1 _ .سه (أ- ١‏ ) من عوامل 1-7 1 ا معاملات القسوم 
ا 5 ام ا 5 0 ۲٢‏ ۶ 
sS‏ ھا 
|۲5 سالب (لا قلل) 


-أماع. ترسم 
عليه 


۱- جااً 
[مثال] إذاكان | ۲ .دس ]م , فما أصغر قيمة موجبة للعدد أ؟ 
+١ ۲‏ جااً 
اع جا 1 


۱۲ هم -؛ جاأء م‎ ١١|. ))أاج+۱(۔ٴ١اج۔١(‎ ٢ے‎ Eas 


و ۶ 7۳۵ 5 
= سے ا + ن “ أ غ شید (ن عدد صحیح ) 


إذا كان ق قابلا للتكامل على الفترة [ أ» ب ]ج عدد حقيقي فان : 
| حدق 1سا دس جد ] ق اسا :دس 
1 ا 
إذا كانت ق , ق؛ ق ۰۰۰۰ قان قابلة للتكامل على الفترة [ أب ] فان : 
ق س + ق (س) + + ق اس ) + روج )فس 


59 (س). دس عام (س). دس ±+ ± (س). دس ± ۰۰۰۰ + )ق (س). دس 
ل 
j‏ 


مثال a‏ انو فا اشا دس 
11 سا - س ) . د س ا ادس ۳ ادس سا ادس ل ادس 


) ٩ (= 


إذا كان ق قابلا للتكامل على الفترة [ أ,ب ] فإنه لأي ج 3 ( أ, ب ) يكون : 
وتبقى الخاصية صحيحة 


| ق(س). دس = | قااس) ا اولس ۰ للا حتی لو كانت ج خارج الفترة | 


ملاحظة : تستخدم الخاصية 4 في ایجاد تکامل الاقتران التشعب واقتران القيمة المطلقة و اقتران آکبر عدد صحیح . 


۳ ۱ ۳۹ 
إذا كان | ق ( س ). د س 5 / | ق ( س) . داس - 1 ' فجد ] ق (س) . د س 
١‏ 


الخل 5 5 ۳ 
> ]اق (س).دسح | ق(س ).دس + | ق١س).دسء‏ 1 +(-۲) ۶ 
۱ 


7 
ايد ۱ ق ( س ) . د س 
7 


2 2 ری 


ای 
- ضس ادس )جا س .دس + ] جتا س .دس ان دجاس | 
LA 7‏ 


- - جتا( 5۴ )- بتارم )+ جا( 7۲۲ ) - جا( I!‏ ) 
۲ ۲ 


+ (-۱) + ۰ - (-۱) عه 


I 
١ 8 5 ١ انا‎ ۳ ۰۰۳ ۳۳۳ 
مثا ا ل جتاس جتاس - 2ل‎ 
* 1ڑ نے ہے ہے‎ +++++ 1 [ ۰ 
۲ TT 2 1 


1 2 ا 
| | + ۔ جتاس |. دس . |[جتاس - ).د س + |( - جتاس) د س 


رجا( )- ل رلّ)) - رجا .-2))0(1+(لرك) ۔جا 


١- گے‎ - ۳۷۰ 


١ 


[مناك] جد | با+]س] ادس 
۱ 
ہپ 


۲ 


سوا 


ع ۲ (۲ ۱+۱( -۲)+صفر(۵ -1) ۶1 


قاعدة التعویض ( الاستبدال ) لاجراء التکامل 
* تستخدم هذه القاعدة لإجراء التکامل لاقتران مركب كما في الأمثلة الاتية : 
مع ملاحظة أن 0 فا 7 


| قاس دس | ق اناد ۱ ق(ع).دع 


١ 2‏ 
إذا کان ,| ق (س). د سء 4 , فجد أق (" س+١).دس‏ 
افرض ص٢٣‏ س + اھ دص دم _ هس دش أ كل 
د س 


۳ 
غیر حدود التکا 
س = اسه ص = ۱(۲) +۱ - ۶ 


0 


۱ 1 
اق(۳ س .)١١‏ دس || ق (ص).2 دص 


٤ 
مثال] إذا كان | ق(س).دس - (/,ة‎ 


فجد | س .ق(س) . د س 
5 


5 
س<۔٠‏ ے ص ۲-۱ ٤<)‏ » سد٠۰‏ سے ص E‏ 


۱ .ق(سا). 5 ی انیت ے١‏ 
| س . ق ( س د س أ س. ق دص eT‏ 
عند دراسة المسائل المتعلقة بحركة الأجسام في خط مستقيم فإنه من الضروري خديد : 
)١‏ محور الحركة. ؟) نقطة مرجع ثابتة . 


۳) الالجاهات الموجبة والسالبة ۔( الأمثلة المعروضه في هذا الكتاب تم فرض الاجاهات الموجبة لليمين وللأعلى ) 


٭ تعلم أنه إذا قرك جسم في خط مستقيم وكان اقتران الموضع له ف (ن) فإن: 
سرعته اللحظية ع(ن) = فٌ(ن) . وتسارعه اللحظي کہ 


وعلیه فان : اف (ن) ]ع (ن) .دن | ۱ 06 


» وتكون إ إزاحة الجسم في الفترة الزمنية [ ر ۳3 و 00 4 


ف (ن) .دن = ف(ن) -ف(ن,) 
٦ ۱‏ 


والمسافة الكلية التي يقطعها الجسم في الفترة الزمنية | ن ما ءا ([ع(ن)|.دن 
۱ 


یتحرك جسیم على محور السینات وتعطی سرعته عند أي لحظة ن بالعلاقة : 
0 . فإذا كان موضع ا جسیم الابتدائي وحدتین إلى يسار الصفر 
)١ :‏ موضع الجسيم عندمان = (۳) ثوان . 
؟) جد إزاحة الجسيم في الفترة الزمنية [ 20 "] . 
م) جد المسافة الكلية التي يقطعها الجسيم في الفترة الزمنية [ ., "] . 
۳ الموضع الابتدائي 
محور الحركة بط ات 7 سس ۶2 


۲٢ ۰‏ 
سب 
الاخاه الوجب الاخاه السالب 


5050050550 .دن =|(" - 1( .دن = نا-1 ن + ج 
تین ف (۰) - - آ ےه - |= ۰ب له جر .]۲ 
ف (ن)= ٣رآ‏ -ا1ن- ۲ سھ ف ۱ ۳۳۲ 
عندما ن ٣٣‏ ثوان يكون ا جسیم على بعد ۲۶ وحدة إلى مین الصفر. 
© إزاحة الجسيم في [۳۰۰]ء ف(")- ف(0)-4 م --1-]" وحدة 
© المسافة الكلية التي يقطعهاالجسيم في [ ۰, ۳ ] 
١ ۳‏ ۳ 
.| عد 1111| ۹9" 
=(1ن- ٣ن‏ )| +(؟ ن 


11313 ےج 4۶۱۱۱۱۱۱۱۰۱۱۳۱۱۳ وحدة 


أسقطت کر من الكو من ازتفاع 1۰۳۰ م عن سط الأرض وساع مقدارة 
۲ م/ث جد سرعة الكرة وهي على ارتفاع 1۸۰ مترا من سطح الأرض. 
| ال ] العطیات :ع ۰۰۱۰۱ م/ث, ف ۵۱۰۰۰۰۱۰۱ + ت(ن) ۰ ۱۰م/ شا 

ع (ن )۶ | ت (ن).دن ١]‏ ١٠.دن‏ و اتا چ 

لکن ع(۰) - ۰ ے ۱۰۰( )+جء ‏ هھ ج = 


ع(ن۱۰۶)0آن ماث 
في هذا المثال الأرض تمثل سطح الاسناد 
ف (ن) | ع(ن).دن | -۱۰ن.دن ۵-۰ نا+جم والجاه الحركة الموجب للأعلى 


لکن ف (۰) ۱۰۰۰ سے ۵ج ٠٠.062‏ له جاع ۱۰۰۰ 


۳ ف (ن )= - ۵ ن + ۱۰۰۰ 
۱ ۲ 
»+ ف (ن )= - 4 ناه 2۱۰۰۰ 1۸۰ ه نأء 14 هه ن = ۸ ۰٠×٢‏ ۸(مرفوض. لا یوجد زمن سالب ) 


ع (۸ )= - ۶)۸(۱۰ ۱۵۸۰۲ ث (سرعة الكرة 6١‏ م /ث باجاه الأسفل ) 


إذا کان الاقتران ق قابلا للتكامل على الفترة [ ١ء‏ ب ] ويحقق ق(س) > ۰ لكل 


س3[ أ ب ] فان : | ق (س ).دس > صفرا 


إذا كان الاقتران ق قابلا للتكامل على الفترة [ أ؛ ب ] ويحقق ق(س) < ٠‏ لكل 
س3[ أب ] فإن : | قااس).دس 2 صفرا 


۲ 


دون حساب التكامل ما إشارة | 


Fs 


سا _ ۹ 
۱ [س| +۱ 
افرض ق (س ) ء ١ - “٣‏ 
[س| +۱ 
ابحث إشارة البسط : را - ٠ =٩‏ ہے س ‏ ۳ aT ٩‏ 
۰ سآ - ٠<٩‏ ا لكل س 3 [ ۰۲۰ ؟ ]؛ إشارة البسط سالبة 
ابحث إشارة القام: | س| + ١‏ > ۰۰ لكل س 3 [ -۰۲ ؟ ]؛ إشارة المقام موجبة ق (س )< ۰ 


۳ 
ما آن ق (س)<۰ لكل س 3 [ -۰۲ ۲ ۲ © ق(س).دس < ۰ وهذا يعني أن اشارة التکامل سالبة 


اسوال | أي من التکاملات الاتية له إشارة موجبة ؟ 
0 ۲ ۳ 0 
س س 
رين 7]] سف .دس 0 کہ 
7٤‏ ۱ ۵ 
سس ما اجب لكا الس اس 


١+ سا‎ 


٦٦٦٣٣٢٢ الجواب‎ 


افرض ق اقترانا متصلا على الفترة [ أ ب ], فإن ق على الفترة [ ۰ب ]له 
قيمة صغرى مطلقة ل وقيمة عظمى مطلقة ك, وتتحقق المتباينة : 


/ ل. دس 2 | ق (س).دس 


۱ < | ك.دس 


| مثال] إذا كان ق متصلا على [-۰۲ ۶ ] وکانت القيمة الصغری الطلقة للاقتران ق هي -۱ 
3 0 


والقيمة العظمی الطلقة للاقتران ق هي ۵ فجد معن بحیث : م < | ق(س).دس < ن 


۳ 
[الخل] ۱ ق (س) < ۵ , لكل س 3 [-7, ٤‏ ] 

1 ۲ : ۳ 

۳ ۱۰ . دس د | ق۱س).دس ھا ۵ دس هس ۱( ۲) چ |ق(س).دس چ 0 - -۲) 
3 


- 1 د | ق۱س).دس و .م ۵ 1-۶ ۳ نع ۳۰ 
خصائص المتباينات 
إذا كانت آ, ب »ج أعدادا حقيقية فان : 
١)إذاكانتأ>ب‏ و ب>ج فان : اج ')إذاكانتأ»>ب فان أ+ج >ب+*ج 
۳( إذا كانت أ > ب و ج> ۰ فإن اه عن كد 
إذا كانت أ>هب و ج< », فان أج< بج 


0 


۱ : إذا کان 1<۰< ب‎ )٤ 


أو اب < ٠.‏ ان : جح" > 


الصورة القياسية لمعادلة الدائرة التي مركزها ( دءه ) وطول نصف قطرها يساوي (ر) هي : 
(س - د )+( ص - ه )ء رآ 


١ 
- 2 
0 ۶ +س‎ ٠۰ 


وعندما يكون المركز( ۰۰۰ ) تصبح معادلة الدائرة سأا٭+صادرا ہے سا ی 
هم ص٠‏ مار'-س 
النصف العلوي لدائرة مرکزها ( ۰۰ ۰) 


ونصف قطرها يساوي ر 


تو 
النصف السفلي لدائرة مركزها ( ۰۰۰) 
ونصف قطرها يساوي ر 


ا۵ 
|مثال] بين أن: صفر < .اسا ذس 2 ۱۰ 


افرض ق ( س )× به - سا , سا3 [ 3٠٥‏ ] 

التمثيل البياني لمنحنى ق هو النصف العلوي 

لدائرة مركزها (۰۰۰) ونصف قطرها | ۵ انظرالشكل اٹ جاور 

لاحظ أن . < ق (س) < [ه , لكل س3 [-(5(1:8 ] 

21 0 0 
مه | ۰.دس ج |ق(س).دس و _| 1م .دس 
VY‏ 11 
0 
(س) .دس < 01 ([0 - ۵1 ) » صفر ر ق(س) .د س < ٢‏ 


01 


إذاکانت <٠‏ ج< ١‏ أ ب3ط فان: جا>ج جه ب > 


حيث ط : مجموعة الاعداد الطبيعية . 


7 ۳ ۶ ۲ [ 
دون إجراء التكامل آثبت أن : | الاساء ).دس »> | (اسا۵) د س 
افرض ق (س)- ۳سا +۶ : س 3 [۱ ۰ ۲] , ھہاساء اس۰۵ س 3 [۱ ۰ ۲] 


ق (س) - ه (س) = ۳ سأ + ۶ - (۲ سر + 4 ) = سا - ۱ 
+ ابحث اشارة ق( س ) - ه ( س ) 
١ 5 2 ١ ١ ۰ ۲‏ اشارة ق( س ) - ه ( س ) 
- ىہ جه ان ) ( س + ۳۳9 سشے حا حتف 
ہے س - 2 (١‏ 


5 ١ 
] ۲ ۰ ۱[ 3 ق (س) - ه(س) > صفراء لكل س‎ . 


1 ۲ 
| ( ۳س + )٤‏ . د س < | (؟سرا+ ۵). د س 
۱ 


أمثلة متنوعة 


۱ 
إذا كان | اس-۲].دس - ۵ فماقيمة أ ء حیث > ۲ ؟ 
اسما ارا 


7 


۲ 1 
| ( ان ]قافن | (س - ۲).د س- ۵ 
سآ ۱ سا ۳ 
E‏ 
زا r‏ 
و و ی 


( + ) 9 
۲ 


۱ 
له (()- ۰ ) -۱(۲۱۰)- - 
ا ٴا٤‏ أ-۵-. سه (أ-۵)(أ+١)-.‏ 


ا أ ك2 .ها 
| 71 ۳ 
هه أ- 0م , [--۱(مرفوض لاأن ۲ ) 


3 
مثال | إذا کان ۱ ([ج::] ادس د #0 و فما قيمة جہ, حيث ج>۱؟ 
۱ 


ذم 


E 
.دس‎ ]٢+[ ۱ 
ج‎ ۹ 1 ۳ 


ا شا ویوا وتا هو عم 
هه ۲ (۳ ۱)+۱(۳ ۶+۳۰ (۹ )+۵( -۹) ۳۵ سے ج ‏ ۱۱ 
1 
| مثال] ‏ كان | [۱. “دع .دس - 14 , فماقیمة ج حیث ج >1 5 طول الدرجة ۲۰ 
ج بو اس بح 
ہے 


ج 


1 ۱ 
ا ا ۱۹۰ سص | [۱. جد] موس -۱9 


4 ۳ ج 
ےس | اروس | دن ا - £ .دس ۰ ۰۔۱۹ 
سه 1-۹(۲)+ ۳٣‏ ؟۱۔۹)+ ۱۶ج - ۱۲) 2 - ۱1۹ ه جہ ۱۳ 


2 
(ذا كان .| [ س +ن ۲ .دس ٩‏ , فماقیمة ن؛ حیث ن عدد طبيعي ؟ 
رال م ۴ ۳ ۲ 
]ایق :فان د | ([ س ] + ن). د س - 11سع .ادس ۳ ن .دس = ٩‏ 


۱ ۲ ۲ 
ہیس | صفر. د س +[ ۱ دس + ] ۲ .دس + ن ( ۳ -۰۰) - ٩‏ 
س )۱| )+۱( ۱/)+۲۲(۲)+۳۲ن ٩‏ له ن-] 


٣ن‏ 
مثال| جد | [ نيك] .دس , حيث ن عدہ طبيعي. 


درس 


آن ن أن 
تا ]سوا صفر . د س وا 
۰ (ن - ۰)+۱(آن -ن)+۳(۲ن- آن) 


| تن این | دس 
ل 


فرش | ق ۱س )| 


| جتا س| | - جتا بس | جتاس 
7 د صفر 
7 7 ۲ 
| جا س سے ب . د س ,| اجناس| . د س 
r r‏ 
[7 [ | جتاس,دس + جا -جتاس.دس | 0ج | جاس + -جاس | 
- [؟ ((جا = ۔جا۰)٭(۔جاج -- جا )= [r‏ 


ال جد ] | سا-٤‏ س| . 


5 ٠ 
س-ء س | .د أ- كس ). داس - ( "در‎ |, 
۳ 
۲ ۳ 
۲۷ رسا‎ ۲۰ ۰ 


[ س ] مسر سر 


¢ ۲ ۲ 21 ۲ 
2 دس ی |" ادس ۰ ۵۱-۳(۲)+۲(۲ 7۲۳-۲۰ - ۳۰-۵1۱۲ 


س +۲ ٠‏ سن < ° 
اق(س).دس ١‏ حيث ۱8س)-] 
۲ | س 


۲۰| , سي ٠‏ 
* اس - | - 


س + ۲ ٠)‏ سس < ° 
س ۲۰ | ۲ - س ۳ 
۲ 


۲ -س ۰ چس<۲ 


۲٢ س‎ 
۰ 


5 س > ۲ 
.| ق (س). د س = 


۳ (س ؟ ). د س+ [ (۲ - س ) . د س 


۲ 9 
( ۳ و ۱ 
۳ 


۱ ۱ 
٤٤) لا‎ -)«۲( - ) ۳-0 ۲(۰ (oar) - (T+ 


[مد] ,| 
کا 


(۱۲ س i‏ .دص ) . د س 


۲ ۱ 
۱سا لض .دص ).دس = ھ<,|(١٢١سا۔(١؟صا‏ 1 دس 


49010 


۲ 
= (1س- اس || 


۳ 
١ 
٣۴ وشن‎ ٤ سے‎ 


1 ج 
مثال لان ا حرا ا فماقيمة ج ؟ 
د اص .دص صا , 


هه ارس ادس منت هم 


جح 


رج" زه 


1 
چھے آظاس ای2 7 
ED‏ 


۱ 


۳ ۱ 
وه 0 727-1“ as‏ ادس 
۳ 


وه رد يعرم اد 
7 ۷ ۳ ۷ 
إذا كان | ق (س) . د س ۔ 4 | ق (س) . د س ے ۳أ ٣ق‏ (س) . د س ‏ ۵ <« 
۵ 
BEDE‏ ۰ 0 
فماقيمة: |(ق(س)+0).دس؟ 5 
| ۲ق (س) . د سے ۱۵ 


۵ ۵ ۵ 

0 | اق (ساء 9). سے | قاس). د س + | ۵ . دس ىآ 
۲ ما ق (س). د س = ۵ 
| ق(س) .دس ۔ اح | قاس د س 


]قاس د سے | قاس) .دس + 5 . د س + اقس .دس 
ك - ۳ + ۳ + -0 = 1 
له ,|( س+ه) ادس ۵+1 (۵ ۱۱۳۰ 


إذا كان ق متصلا على ح وكان : 
دی | ق (س ).دس حي | ا ےا ا . فماقيمة آرب؟ 
| ق (س) .د س د | قوش ات و | (ھرا دس 
سه | ق (س ).دس سا فا | اسا س ,| ق (س). د س 
۷ ب -؟ 
إذا كان م اس ), م (س) اقترانین بدائیین للاقتران التصل ق وكان : 
سس ,ام س) م (س )). دس - ۱3 فما قيمة | [م اس ) -م(س) ).دس ؟ 


(س ) _م اس ) د ج (ثابت) 
0000007" 
1 ۲ 1 


۹ ۹ 
]زم (س) م (س ) ).د س ۳ .دس = ۶ (4۹-) 2 - ۲۰ 
١ 2‏ 1 


دس ۳ 
۱ 


5 


۱ 


۲ ۳ ۳ ۳/ ۲ 
با سے ااا دياك 
7 ۲ ۲ ۲ 2 


۲ ۲ 
إذا كان | ف سه ۽ |[ ه (س) - اس ). د س ٣٣‏ 
۰ ۰ ۲ ۰ 
فجد: | (؟ س ه اس - ۱) ادس 


۳ 


۱ 
.دس =۵ ه | ق (س). د س ۱۰ 


5 
|( ه (س) - اس ). دس ٣٣‏ 4 
۳ ۳ ۳ ۳ 
.| تا( فقس هد | ۲۰ سیا عد (س). دس - افا اا 0 


أ١‏ ق اس - ه (س) - ۱ .د س۲ | ق سا .دس - | ھ (س) .د س ,)| ١‏ دس 
عا (۱۰۰) ۔(۔۱۲)۔ا١(.۔٣)ء۔۔۵‏ 
7 1 
مثال | إذا کان ق (س) . د س = ۔۱۲, |( ق(س)-١).دسء‏ 0 فماقيمة ج؟ 
|مثال] إذ ن ]| ج ق س) دس 8 ق (س دس ۴ > 
۳ 
| ج ق (س) .دس ء -12 ے 
۲ 
(ق (س)-١).دس‏ - + | قاس).دس _ 
۲ 1 ۶ 
هع | قس).دس - ۲(۱ )ده له | ق(س).دس- 5 
: 5 


عو اللاو کے دم 
ہے 


1 


5 
إذا کان | س ق ( آس +۳).د سء ٤ ٠١‏ فما قيمة |(س*4)ق ( آس۷۰). دس ؟ 


سس رون : ۱۰ 
۳ 


7 
ص = اس ١۲ھ‏ س ء گے 


س =1 هم ص۱۵ 
10 10 


,| ( ص - "اق (ص) .د ص ۱۰ -] (ص - " ) ق (ص) . دص = ۶۰ 
3 
|( آس ٤+‏ ) ق ( ۲س +۷). د س 
افرض م = س +۷ ے ۲ ے دس 
3 5 10 ۲ 
لأس + )ق (آس۷۰). دس = لی (م-۳).ق(م).دم =( 


* 


3 5 - 0 < ۱ ز8 7 
[ مثال] إذا كان ق اس“ ١, ٠‏ فجد ] ۱قس)-ق (س-)) .دس 
سا 


۲ -(س -۱) ۰ س < ۲ ۲ ۳ - س ٠‏ س < ۲ 
۳۹ - ۳۲ = 
ق (س ( 1س٢‏ , س > ۲ (س - !")١‏ رس > ۲ 


۲ ۲ 


۰ 
,| (ق(س) - ق (س-) ) .دس - - ,| (۳ - س )دس 


۲ 1 ۹ 
Fl‏ لگا mel (O OF)‏ 
۲ 7 
مثال] الشکل ا جاور ٹل بياني الاقترانین ق, ه . إذا علمت أن ق (س) = س +۲ 


0 ۱ 
هت (س)د ؟ (س ۶ )(١‏ فی | اه (س) دس 
1 ه (س) 


5 
کی | کاس دی | اس )دنین (س۔۱)+جہ 
لكنھ(۰)=ق(۰) ہے از دج ۲+۰ سه جا س 


۰ 
.٠‏ هرس )= (س - ۱) +۱ 
۱ ۱ 
.۴1 ه (س) . د س = ۱(۲س ۱+۱۱۰).دس = م ررس ۰ ۱) 
۳ 


۳ 
* 
نے 


۳ 
aa 

05 | ۰20و | سنوی 
۳ ۳ 


3 : 5 5 ۱ ۳ 
| مثال] جد كثير الحدود ق من الدرجة الأولى بحيث : | ق (س) . د س = - ۰۱۲ [ ق (س) . د س = ۰ 
راغل افرض ق (س) = اس + ب 


۱ ۱ 
أرأسءب).دسء - ؟ اسه لژ سب س) وی سوہ ديز ا أ )+ ب دن ) --۱۲ 
1 7 ۱ 


ف د “اه نے ے2 رن 


۳ 5 
8 ق (س) .دس < ١ه‏ 1 ساء ب س) | ص 


وبحل النظام المكون من وفع ماوع 
المعادلتين (۱ ) و (۲). : .. ق (س)= 1 س !١-‏ 


۱ ۲ ۲ 
ا تا جا؟ ( 3 


» إذا كان ن عددا زوجيا 
, إذا کان ن عددا فرديا 


| مثال | إذا کان ن عددا صحیحا* صفرا. بين أن : ١‏ 
ن ن+۱ 
(CS)‏ 


ن+۱ ن+۱ 
ODL ۱‏ 1) )اط 
۳ ۲ 0 
١‏ -(-۱)) ۱2 


م 1 1 1 
4 ۳ 
5 س . د س = ۱ 


ن+۱ 
ن عددا زوجيال هم ))١-(- ١‏ گر 
: +1 
ن عددا فردیا سه 7 ١ ١20010 ١‏ 


- ۱) = صفرا 


2 


۱ 


| کال | |دا کان ك عدا نسبیا موجبا قاثبت آن : | سڈ دس + | س .دس دا 
۱ 
ك١‏ 5 


١ 
ك‎ 


ا ۱ 
= .| ق (س) . د س + ]| ق (س). د س ۳ 


على ح, ج عددا حقيقيا غير الصفر فاثبت أن : 


إذا كان ق متصلا 


a‏ عر 5 ا 71 أ ا 
مثال إذا كان ق متصلا على [- أ٠‏ أ ] فاثبت أن : ,| ق (س). د س - |( ق (ضس) + ق (-س) ).دس 
1 ۱ ل[ 
«اخك الطرف الأيسر: ق (س) + ق (-س)). د س = ,| ق (س). د س صا ق -س). د س 


ا 1 ۳ 
ه | (ق (س) + ق (-س)). د س ے ,| ق (س). دس +| ق (ص).- د ص 


ے ,| ق (س). د س + ق (ص) . دص 
۰ أ 
۔ أقص). دص + ,| ق (ص). دص ۔ 


دی ۰ ق(س)+ق(أ-س) ۲ 


0 ص ١١‏ - س هم ت ء١‏ ے ۰ 


أ ١‏ 5 
= ,| ق (ص). د ص + | ق (ص) . دص 


۱ | 
,| ق(ص).دص ‏ رأ ق (س). د س 


أ س-أسه ص = ۰ 
تست أ ق (أ- ص). دص _ أ ق (أ-س) .د س 
+ ق(أ- ص)+ق (ص) ۱۰ ق(أ- ص )+ق (ص) .۲ ق(1- س)+ ق (س) 
| ۰1۱8 س) + قاسا قاس . ر س باضافة وطرح ق (س) للبسط 

ق ( أ - س ) + ق (س) 

ق (س) 
ق ( أ - س )+ ق (س) 


استخدم القاعدة )١(‏ أعلاه لإيجاد قيمة 


رس اس .دس ۳ 
۰ پا سس +|[٣۔‏ بسنا ۲ 


استخدم القاعدة )١(‏ أعلاه لإيجاد قيمة 


7 
22:077 
' جاس+جتاس 


1 
چا س . د س 


جا س + جا( - س) 


[ مثال | الشكل ا جاور مثل منحنی الاقتران ق على [. , ؟] جد أكبر قيمة مكنة للتکامل : 
6 
|(" ق(س)+١).دس‏ ق (س) 


HD‏ ؟< ق (س) 


1<" ق (س) < 
۱ 


۵ 
۱۵ 


۱1 < ۱۰) ۲ ۷ 


7 ۲ 


۲ ۲ 
۷.د س < |(" ق(س) + )د سح | 1 دس ۲ 


1 
۷ -۰) < |(۲ ق(س) + اد س < 
۰ ۲ هي آکبر قيمة مكنة للتکامل 


[ مثال] إذا كان | ق سا - ۷| < ١‏ میع قيم س 3 [., ۳] فما آکبر قیمة وما أصغر قيمة للمقدار: 
۳ 
| ق (س) . د س 


راغل | ق (س)- ۷| < ١ه‏ -۱<ق(س ۱۶۷۰ 


سے 1 < ق (س ) < ۸ 
۳ ۳ ۳ 
۳ 1.دس ى | فلس اردع وس 
۳ 
س 1" - )١‏ < | ق (س). دس <مرم -.) 
سه ۱۸< | ق(س).د سح 4] 
آصفرقيمة * اکبر قيهة 


إذا كان ق (س) يج ۷ لجميع قيم س 3 [-۳,۱] فما آصفر قيمة للمقدار: 
۳ (۲ ق (س) -۳) .د س 


۲ 
٦۔.)‏ ے ۱۶ | )+ ادن ب ۳ 


وص 


رس ق(ساک ۷ ہے آقس) :۱ ه 5ق(س)-" »> ۱۱ 
۳ ۳ ۳ 
تا ق (س) - ۳) .د س ڳ [ 1 فقوت ۱۱ ق (س) - ۳) . دس ڳ ۳(۱۱- -۱) 


1 
له | ۲۱ ق(س)-").دس ڳ ٤٤٤... ٤٤‏ أصغرقيمة للمقدار الطلوب . 


دون إجراء عملية التکامل بين أن: .< | س جا س.د س 
رش .< سی O...‏ 
,و جاس ١‏ لکرس 3 [ ,6۰۰۰17 
من (۲۱,)۱) ہے .< س‌جاس < ۲ 
سم ]موس د | ماس فسن د ا 


7 
ے 0 > ۰-17۲ ۰) 


7۲ 
سه رو |[ سجاس.دس < ۲۲ 


5 


دون إجراء عملية التكامل بین أن : | | ر "+ ۲ .دس تنحصر قیمته بین ۳ [۲۹۲۳۰۲ 


دا اھکس 
> .| > }4 )۰-۳( 
۳ > ۲۹۳ 


بہھ تع دردس |[ |« 
مس ہت ٢س‏ سآ .وين تتحصر ره بين + :۶ 
باکمال اذریع في س 


کی مب TAT‏ سے را اا - آ س ۱+۶)+۱ے [١۔(س‏ دل" 


١ 1 00‏ التمثيل البياني لق هو النصف 
افرض ق (س) - -( دن - )١‏ العلوي لدائرة مركزها ( ۰۰۱ ) ونصف قطرها 


وحدة واحدة . 
ہے ااس- سا < ١‏ س 
۲ ۲ ۲ 
,دس ج 1 ٤س‏ سا .دس و ١]‏ دس 
۲ 
ایی | یعس یس يذ 1*۶۱ هی» 


افرض ق ( س ) - ب[ ؟ س - سآ ٠,‏ س 3 [ ۲,۰] 


استخدم اختبار الشتقة الأولى لإيجاد القيم القصوى المطلقة للاقتران ق 


اه 0 
عندس ع٠‏ , ق (۰) - 0 5 
م ید مدیم 
عندس ۲۶ ,ق (۲) 2 ۰ 
عند س - ۱ یوجد قيمة عظمی مطلقة هي ق (۱) - ۱ 
ه. ,م۲ ؟س۔سا ١‏ 
۲ ۲ 
سم 20" 1 ؟ س - سا . د س ]۱ دس 
۲ 
مرو ج | 0+ ٔ ۸و 


آ .دس < ۲ 


[ملاحظة] مکن استخدام الطريقة (۲ ) في حل أمثلة سابقة مشابهة لفكرة هذا المثال . 


| مثال] إذا کان ن عددا صحيحا موجباء فما هي مجموعة قيم ن التي جعل المساواة 


١ 
۳ 
)۱-(< جتا(ن۲)‎ ۲۳۶۱۷۷:7۱ 


ہت صر 
0 


۳ 
= (-۱۰) هم .۰ ن عدد زوجي موجب 


ہے ١‏ 
قذفت كرة رأسيا للأعلى بسرعة ابتدائية قدرها ١1‏ قدم / ثانية من على ارتفاع 41 
قدما عن سطح الأرض: إذا علمت أن تسارع الكرة يساوي -۲۲ قدم / ( ثانية.ثانية ) 
فجد مايأتي: 
(۱) آقصی ارتفاع تصل إليه الكرة عن سطح الأرض . 
او س سر وسر سس م و ل" 
(۳) سرعة الكرة لحظة اصطدامها بالأرض . A‏ 
رط مو | راس ٢۴۰۶‏ نع ٠ن‏ جر 
لکن ع(۰)- 4-۱1 ١٠۔۔٣٢٣()+جے‏ سه ج ,- ۱1 ہے سطح الارض 


.٠‏ (ن)=- ۲ ن +۱۱ نقطة الرجع 
(نقطة الاصل ) 


ف (ن) دأ ع(ن).دن ع ]راودا سوعط وا وس عازن ۶ ن+ج 
۲ 


لکن ف (۰) - ٩۱‏ سے ۹٦۶۹۔٦۱‏ (۰)+٦۰(۱)+جہےم,‏ هم جمء 11 
.. ف ( ن )= - 1۱۱۱ و۹۱ ( ارتفاع الکرة عن سطح الارض عند اي حظة ن ) 
١‏ تصل الكرة أقصى ارتفاع عندما تنعدم السرعة . 
١‏ 
ع (ن)= ۰ ے -۳۲ن +۰۱۱ هه ن“ 
آقصی ارتفاع تصل إليه الكرة عن سطح الارض = ف ( 2 )۶ ۱۱۱۰ )+۱۱1< )+91 - | قدم 


(۲) تمرالكرة بنقطة القذف عندماف = ٩1‏ 
= 36 37 ن 2 ۱ 


۱٩ 1‏ ن ۱٣+‏ ن ٩1+‏ سه نان ۰ سه ن(ن-١)-‏ 
ثانية واحدة هي المدة الزمنية التي ختاجھا الكرة لتمر بنقطة القذف في هبوطها للأسفل 
۱ تصطدم الكرة بالأرض عندما ف = صفرا 
- ۱1 ن +۱1 ن+41- . هھ نأدن 1= .۰ 
ہے (ن-۲)(ن+۲) ۰2 
سويت نعل ن عا 


ع ز")ء ]م رط)+1ااء - ۸ قدم | ثانية 


| مثال| يتحرك جسیم على محور السينات بحيث إن سرعته ع (ن ) = جا (ن ) وحدة اثانية . 
إذا علمت أن ا جسیم هر بنقطة الأصل عندمان = 5 . فجد آول زمن يلي (ن = 3 ) 


رس 


ف (ن)-[ع (ن).دن < |جان.دن - -جتان + ج 


لکن ف( )۰۰ سے لد جم سه جہ۔ 


۳1 
f 


۳ 
4 ف رن) .ا - جتان 


* مر الجسيم بنقطة الأصل عندما ف = ٠‏ 


جسيم يتحرك في خط مستقيم بتسارع قدره ت ۔(٦ن )٤+‏ م/ ثا 
إذا علمت أن سرعة الجسيم الابتدائية ۲ 6/ ث ۰ فجد المسافة التي يقطعها الجسيم 
في الفترة الزمنية | ۰۰ ] . 
راخ ع (ن)٭ |(آن + ع).دن ٣‏ ن+ ان + ج 
لکن ع(۰) = ۲ ہے +))٤+).(۳‏ جس ۲ له جہ: ‏ آ؟ 


5 ع (ن) = ۲ نآ + £ ن +۲ 
۳ ۳ 
ی۔[ 6۵۲۱ ۶۰ن۲۰| .دن سه ف- |[ لاوا کن قادن فع(ن۲۰۳ ۲۰۵ دا 


pO ITF DAFT 
مثال | قذف جسم رأسيا لأسفل من ارتفاع ۳۰ مترا عن سطح الأرض فتحرك بتسارع قدره‎ | 
ث. فاذا علمت أنه اصطدم بالارض بعد ثانیتین من خظة قذفه . فجد‎ ۵۱۰۰ 
ع ۱ن) »| .دن = ١١ن + جر‎ 
ف (ن) -][-۱۰ن + جس). دن == دنأ + جن + ج‎ 


لکن ف (۰)- ۲۰ هم - 4 جد (:) بجا ٠‏ هم جم > ۳۰ 
١‏ 1 


كذلك ف (۲)- 4-۰ -۲(۵)آ+ج (؟٢)ء+۳۰۔.‏ سے جرع ۵7 
. ع(ن)ء ١ان-0‏ ۱ 
ع(۰)۔۔۱۰(:)۔۵ء-۵ماث 

السرعة الابتدائية للجسم = ۵ م |ث باجاه الأسفل 


وهو متصل قابل للاشتقاق فى مجاله ٠٠‏ ہ) 

حيث ه عددغیر نسبي ۲۷2 ونسميه العدد النيبيري ( العدد الطبيعي ) وهو العدد 
الذي یجعل مساحة النطقة كت منحنی الاقتران ص۰ موع ١5‏ إلى ع عه د تساوي 

ت 3 ب 


وحدة مساحة واحدة . 


انظر الشكل ا جاور 


الشكل ا جاور مثل منحنى لوس 


لاحظ أن: 


مشتقة الاقتران اللوغرتمي الطبيعي 


بلے 


۱ 5 7 
0 إذا كان ق(س) = لوس » س ,٠>‏ فان ق (سا ہیں 


إذا كان ق (س) - لو لسا , وكان ل(س) قابلا للاشتقاق فإن : 


إذا كان ق (س) - لوالاس| وكان ل(س) قابلا للاشتقاق فإن : 


3 
ل (س) 
۰ 0 ل(س) . 
س) 


3 1 2 
إذا كان ق (س) = لول ١ءسا‏ , فجد ق (س) . 


ن س ص عددين حقيقيين موجبين, ج عددا حقيقيا فان : 
.ص = لوس + لوص 
ہل ھ 
۱ 
۔ لوس لوص وكحالة خاصة لوى- 
ه هف ه 


ملاحظة: تستخدم خصائص اللوغرتمات في تبسيط الاقتران قبل عملية الاشتقاق 
وذلك لتبسيط عملية الاشتقاق . 


م 
إذا كان ق (س) - لو ع جا ی 
رسس ]۱+ س 
ق (س) = نے (ساجاس | تور ۱+س 


١ 


۳ سس 
جا ۲ 
لوس بل جاس _ لو (۱+س) 


تكاملات تتضمن اقترانات لوغرتمية طبيعية 


دس ے لو |ق (س)| + ج , ق (س) چ ٠‏ 
ہ 


5 ۲ 
مثال جد | ۳ س + ۱ :اشن 


تیآ ین ۱ 
رس 


البسط مشتقة القام 


۱ ۴ س + ۱ .دس = لسوأس+س*۱] + ج 
۳ هب 
س + س + ۱ 


جتاس 9070 = لو|جاس | + 
جا 273 


.دس - ل لواظاس +1۵ + ی 
۳ ه 


مثال جد | ظا (4س؟١)‏ . د س 


رس |[ ظا (س:۱). دس | جا اس هاا ا ۱ 
۵ 


.د سم جیٹس د 


الاقتران الأسي الطبيعي ( مشتقته وتكامله ) 


يدعى الاقتران ق (س) = ه" حيث س عدد حقيقي ؛ ه: العدد النيبيري 
الاقتران الأسي الطبيعي . 


لاحظ أن رسمة الاقتران ه” تقع أعلى محور السينات 
5 س 
أي أن ه > صفر لکل س عددحقيقي . 
كما أن منحنى ها" يقطع محور الصادات عند النقطة 
(۱۰) أي أن مجر 


5 5 و3 
ق(س) (س) ۔ 
۱ ه 5 3 ق( 


جد المشتقة الاولی لكل من الاقترانات الاتية : 


۲ 
س -۱ 
ص = مہ 


دص 


دس 


ا تھی 


۱ ۰ a 
72 هث)‎  ھ‎ 


العلاقة بين الاقتران اللوغرتمى الطبيعى والاقتران الأسى الطبيعى 


ه إن كلا من اقتراني اللوغرتم والأس الطبيعي 
هو معكوس للاخر. 
فرسمة كل اقتران منهما هي انعكاس 
لرسمة الاقتران الاخر في المستقيم 
ص - س . 
انظر الشكل ا جاور 
( لاحظ أن المنحنيين لا يتقاطعان) 


والجدول الاتي يبين خصائص منحنييهما : 


و لوس ) صفر , س » ۱ 


لوس ( صفر , س ( ۱ 


= صفر 1 س = ۱ 
س 
© ها متزايد على (-60۰60) 


9 منحنى و مقعر للاعلی 
على (-6۵۰6۵) 


© وما أن كلا من اقتراني اللوغرتم والاس الطبيعي هو معکوس للاخر تتحقق العلاقتان الاتیتان : 


س لوس 
لوه = س ے س » س >۰ 
قاعدة 


لو ق (س) 
ه 5 
7 - ق ( س ) , ق(س)>۰ 


٭ للتحويل من الصورة اللوغرتمية إلى الصورة الأسية وبالعکس : 
ضء لو س جيه س ده ۰۰ 
ملاحظة (؟): 5 
تستخدم العلاقتان السابقتان في تبسيط الاقترانات وذلك لتبسيط عملية الاشتقاق أو 
التكامل كما في الأمثلة الاتية : 


جد مشتقة کل من الاقترانات الاتية : 


-س -س س 
س (-ه )+ ها )١(‏ = هب 


۳ 
آمنلة متۂ 


مثلة متنوعة 


0 جد مشتقة کل من الاقترانات الاتية : 
O‏ ص - لسو(۲س ھا 


+ لو( س ۶+٠٠۲۰(٢س‏ +۲۱ 


ه 
= (۶ س +۲)+۲ (۶ س +۲) لو( س +۱) 
ه 
ه 


۲س ۲۱ ۳ ۳ 
لح هم 


جد مشتقة كل من الاقترانات الاتية : 


إذا كان صب لوس ص) ‏ ۳ ٠‏ فجد ہے عند النقطة ( , ۲) 


ی 
إذا کان ےق سے بش دس تشه ۵ ۱۲۱] 
هف 


(ن- اين 


(اخك) رے وس ۔ سا-؟ س-؟ سه ق س) = هھ 
هف 


(سآ- ؟ س -۲) ای زعأ رص ع) 
هت ۰ س -۲) له ۲۱8 )= ه a  )۲-۳((۰‏ 


رس ا 


سے 


۳ : هم ص سے 
باشتقاق طرفي المساواة ل هيدا ۱ص = ه هر ص 
١ 7‏ می ف ٠‏ سے ۱ وی 
عندماص = صفرا وه ص٠٤‏ ها ه ص 2 ص 


سه ص (هبا):۱ له ص ۱ 


ه + ۱ 


5 2 لو ۳ ۱ 3 
إذا كان ق (س) = ه + و حیت س ؟ ال فجد ق )٠١٠(‏ 
ھے 
۵ س 
رس ق ( س  )‏ ه +ع لو (۲س+۱) 
ه 


)۱ +)٠١ر9(‎ 


۱ 
[ ]با کان ص لو | س + + | ۰ فاثبت آن: 
مه 


5 ۲ے ر‫ 
الطرف الأمن : س ص + س ص + صر 
۳ ۱ 8 
۱ جتا جا الو س|) + س جتا |لو س . 


لس جا ےک جتطايوس| دا وت ۔ صفر 


أس 1 بو کے ۶ 2 ۶ سم 
| ۱۲ |إذاكان ص = ه جا باس , آ.ب 3 ح فأثبت آن..ص - ۲ص + 


ا أس 
. با + جا بس و أ دب ه جتا ب س 
۽ اس ل . اس اس ۔ 
ص - ب ه .-جا بس ب + جتا بس آب ه +أجا بس .أھ +ها. 
م أس أس ۽ اس 
ج ہے رکٹ هد ا بش 


الطرف الأمن : 7ھ 5ض خا 7 0 ص 


۱ ۱ أس ا ۲ 
س س 5 اپ ۽ اس 
سے سز وف ازوف جتا ب س ۰ هه جا ب س) 


۴ 
قاس اس خن سفق 


اکس أس أ س ۽ اس 
د يأف چا ب س 1۶۰ ب هاجتا باش , اه جا باس _] | ب هجتا ب س 


۽ اس ۱ ۽ اس 
۳ اب چا اسن ےتا و متا تفن 


ص 8 -١‏ - صا 
س + ص ء فأثبت أن : دص ہے 5 س ص ص 
دس سرا + س ص - ۱ 


اپ چاس إن ۽ ر 
إذا کان ص = لو ر| ہی ۰ فاثبت أن: 7“ 
فت ی 


دس 


سے 


إذا کان ص = لو ظا| | › فأثبت أن : بح -قتاس. 
ه ۲ د س 
1 
ا شف ).ل 
1 


ظا۱ | 
1[ 
جتا | | 
١ 0 ۳‏ 
؟ ہی س سس | با | ؟ تا فا | جتاا | 
۲ ۲ ۲ ۲ 


إذا كان ص - لوه , فاأثبت أن : صأ+ س ص = صفرا 
س 


(قل س 


دض ر سا ۱ 


د س ا السا 
انوت |" ا 
الطرف الأمن: صأ+ س ص 
| + ہیں ۳ 1 ۱ 


ند نو ہت 


جد التكاملين الاتیین : 
0 | قاس .د 


| قا س شق ۳ قاس (قاس+ظاس) 


(ب) | قتاس. د س 
رس 


قتا س( قتا س - ظتا س ) 
| قتاس .دس | فسات س 


(قتاس - ظتا س) 


جد التكاملين الاتيين : 


5 دس 
تا ہے 


9 تس سلوس. ليو | وا( 


می“ دس 


20000+ با لو الوس| 
ه ه م هھ 


۱ 
نو اوه | - نے إنو الوه || بوالو4| - 


مه 


جد | "۷٣۳0770‏ ).دس 
از اھ ۱۵ء2 ).دس =| 
| واه ا۲ ) .دس = ](س۴۰] دس ×رہ ] 
FN) =‏ )0 ۔رور مم ريم عم 


١ 
جد | |ه !| ادس‎ 


۱ 
نعید تعریف اقتران القيمة المطلقة دون استخدام رمز اللطلق . 


س 
هب ا=. ه س 


۱۳ هب سیر و ).د س |[ اد 


۰ 


۱ 
(س - م ,| ماه _ س) | 


۱ ۰ ھا‎ ٠ 
٢۔ہھدھدا+۔ عر سس شوه اف پرھ!۔))۔رھت‎ 


۳ 1 
.دس - ]| اه ۱اه + + هت وا اس 


س ۔س - اس آس - اس 
۲ هاه کو ھے ")دس نت ]زه چم هت ).دس 
س - اس 
5 س هك 


و | س | | س )١+‏ ۱ ۲ 
سس 0 رو برا :| 
با جرج ۲ ا س 1ے ۳ 
۲ لو ااه +۱ - نوااء ۱۰| ۲(لوه - 


- |یوا؛ جا 3 | - یو| جال | ) »- 


مب 
| لول 
۲ ه 


2 ۱ 
رد دادو 
۽ آس 2 7 


۲٤ 
رس ص پا جتا( لوس).‎ 


4 هل |جتا( لوا | حجنا لوا ]] 


< ۱ ۰ 
٤ -‏ أه _ | جتاصفر+ جاصفر | - اها - ١‏ 


7 
هم 1۶ ه-۱ 
ےھ وز وأا دقن" سه وت سه 


إذا كان ص - ه ” فجد قيمة ج التي خقق العادلة ص - ٠‏ ص +۲ ص - 


(اخل) ص - جم“ 
ص = ج ه 
2 ] ج س 
ص = ج ه 
7 ج س ج س جس 
ص ۰ + من ٠.‏ لله دا هت _ ۳ج هھ + ۲ شتم 21 
سے ادن ۲ 
سه فص (ج ۳۲ج + )ع. 
ج س 
ه ل . (جميع قوى العدد النيبيري ذات قيمة موجبة) , (ج ‏ "اج +۲) -. 


هه (ج۔۲)(ج۔۱)ء* سه جہ ۲, ج١‏ 


إذا کان س ه + س _ لو(ص+١)‏ ۳ فجد ص 
هف 


رس باشتقاق طرفي المساواة ضمنيا بالنسبة ل س 
7 
کے 


ص .مر ص 
س ھ ص +ھ (۱)+ ۲ - 
ص + ١‏ 
ص ص 
١‏ | ء٠٢‏ _ هھ 


7 
ص | س هب - 
ص + ۱ 
ص 
یر 7 ۲-۱ ھہ)(ص+(ا 
جح - 
ص + ۱ س ه رص + ۱) - ۱ 


إذا كان | ق ( س) . د س 


2 ث | ق (س). د س ۔ ے ( س( جا( لو ) _ جتاالو۳)) + ج ) 
دس دس 


ق (س)- س (جتاا یگ ).د + چاا لو ) ا + (چا | لو ) - جتا(2ِف٣](١)ی‏ 


ص | 


سلجن ( لو ہیں[ لو |) وج + فجد ق (س) 


۔ س ب (جتا( لو ), جا( لو ] +( جاا لو“ )_جتا( لو“ )) 


- جتاا لو ”| جا الو ), جا( لے ] - جتاا له ”ا جاا(لوس) 


و س)ء ۲ جوا لوط ).ل - 1 جتا(لوس) 
ق ( س) 2 ھ س ہیں ٭ ھ 


جد معادلة الماس لنحنی الاقتران صے (س - )١‏ هب ر ۲ لو س + ۲ عند النقطة ١(‏ ۲) 
۲ 


کے ۳ 
ميال الماس ہے گے لاش )هلك هد و ب 
د س س 


١ ١ 
ھب هب ل ءھ+‎ )۱-۱( 
۱ 


عند النقطة 11 ۲): “٢ے‏ 


دس 


معادلة الماس : ص - ۲ = (ه +۲ )(س - ۱) 


۱ 
إذا كان ق (۱س  )‏ ها . لے س, فبدون حساب التكامل ما إشارة ۳ ق ( س ) . د س 
7 


هف 
افرض ق(سا ‏ ”2 ق(س)- لوس له ق(س) = ق(ساق(س) 
۲ ه 


هل "> . لكل س[ ل , ر" جمیع قوى العددالنيبيري 
۲ 


ذات قيمة موجبة 
لو سر لكل س 3 [ ۰ ۱] انظر الشكل ا جاور 


۲-1 
ق (س) ق (س) ےھ ” لوس «. كل س 3[ ۱۰] 
١‏ ۲ ه ۲ 


04 
١ 


با آن ق ۱س) ,2 ۰ لكل س 3[ ۱۰] 000-0 
۲ ۲ 


۳ 
اس . د س 


72 ۲ 
س (١-سا) -١(‏ س ') 


۴ وت۳ ۲ 
۳۹ کے .نوش ے ! لو|۱-س +ج 
0 0 ه 


۰ “س‎ ١( 


جسم يتحرك في خط مستقيم بتسارع قدره 


eS‏ ووه ۰ قدم/ث' حيث ها ن < ۲ ۰ جد سرعة 
۲ 


الابتدائية ٢٢‏ قدم اث . 


رس 6۶ء | |۱۰۵۱۲-۶) ۰ 
ن ١+‏ 


ء۶ن اوا اك || چ 
مهب 


ادن 


لکن ع (۰)-۲ سے ۰۱۶ (۱۶۰) ب۲ لىإ + !| + ج -۲ 
ےب 
5 ع(ن) ٤٤ن‏ - (ن + )+۴۳ لو (ن*+1) +۳ , »< ن م 
هف 
5 8 5 0 
| ۳۹] جسم یتحرك في خط مستقیم بتسارع قدره ت (ن ) - - (ن + ۱) قدم ا ث 
الجسم فيا لفترة الزمنية [ ۰ ٠‏ 4] . 
7 
EE‏ .دن = 
لکن ع (۰)- ۲ ۱ 
١‏ ۱ 
۰ ع (ن) = ١+‏ 
(ن 
المسافة الكلية التي يقطعها الجسم في الفترة الزمنية [ ٠٠‏ 4] 


(ن + ۱) 


ق(س) 
مشتقة أ ٠‏ حيث أعدد ثابت موجب وق ( س ) قابل للاشتقاق 
ق (س) 

ق(س ) ق (س) لوأ 


و لجا مشتقة ١‏ نعید کتابة [ .على الصورة الکافئة هب ثم نشتق باستخدام 
القواعد العروفة لدینا . 


إذا كان :كن ۸ فجهد 


جاس 
. لو .جتاس ۔؟ 
دس شب 


ق (س) 


إذا کان ص = أ , حيثأعدد ثابت موجب وق (س) قابل للإشتقاق 


۳ 7 
ثبت أن: “د - ص لوا . ق (س) 
د س هه 

ق (س) 


ق (س) 
تکامل ا 0 حيث أعدد موجب لا يساوي الواحد و ق (س ) اقتران خطى 


ق (س) ق (س) 
لإيجاد تكامل أ نعيد کتابة أ على الصورة المكافئة م ٠‏ 
باستخدام القواعد المعروفة لدينا. 


گا ے [ ۳۸ دس 


(س 7 لوه“ سلوه 
چو سے ات 


” | 


مشتقة لوق (س) , حیث آعدد موجب لا يساوي واحد , ق (س )> ۰ و قابل للإشتقاق 
ا 


۰ لوقاس) 

لإيجاد مشتقة لو ق (س) نعيد كتابة لوق (س) على الصورة الکافئة 
ا ا لوأ 

باستخدام القواعد العروفة لدینا : 

اقا ان سے تو ظط انا ہی گا 


۲ دس 


راغ 2 الواءساء 
ض ها سب 
لوا 
هف 
دص 1 ٦‏ س 7 ٦‏ س 


۶ لوا راسد راء لوا 
هف هف 


إذا كان ٥ھ‏ 7 بس 
۱۰ 


دس 


رت صد لوه س لوه 
۳ ۱۰ 


دص لوف 
1 


دس 


طرق التکامل 
في كثير من الأحيان نصادف تكاملات لا کن حسابها باستخدام قواعد التكامل 
السابقة . لذلك لا بد من استخدام طرق أخرى ول هذه التكاملات إلى صورة قابلة للحل 
بإحدى القواعد المعروفة لدينا. 


والطرق التي سندرسها هي : 
ا طريقة التکامل بالکسور اة 


؟_ طريقة التکامل بالتعویض . 


۲ طريقة التکامل بالأجزاء . 


تكامل الاقترانات النسبية 


5 0 (س) 
يسمى ق ( س ) اقترانا نسبيا إذا أمكن كتابته على الصورة ق (س ) - سس 
5 ل ( س ) 
حيث م (س )ءل ( س ) كثيرا حدود . 


التكامل بالكسور الجزئية 
م (س) 
ل ( س ) ۱ 


افرض أن ست اقتران نسبي , وأردنا اجراء نت 


س 
سنواجه حالتين : 
في الحالة الأولى تكون درجة م أقل من درجة ل . 
وفي الحالة الثانية تكون درجة م أكبر أو تساوي درجة ل . 


٭ لإجراء التكامل في الحالة الأولى نحلل المقام ل ( س ) إلى عوامله, ونكتب الاقتران 
النسبي لل كمجموع لكسور جزئية ثم ري التکامل . والمثال الاتي يوضح 


ل ( س ) 


طريقة ا حل . 


ہت سش ادس 


مثال جد | 


سا۔٣‏ س - ۶ 


رس نحلل مقام الاقتران النسبي إلى عوامله . 
۵ س ١٠١‏ ۵ س - ۱۰ 


سس م (س-4)( س+١)‏ 


نكتب الاقتران النسبي على أنه جمع كسرين جزئيين على النحو: 
۵ س - ۱۰ ا ب 
سس سس = 4+ 
(س - ۶( س + ۱) س - ۶ س + ١‏ 
ولكي جد قيمة ا جھولین أ و ب نعود جمع الکسرین في الطرف الایسر لنحصل على العادلة : 
۵ س ۱۰ أ ( س +۱) + ب( س -۶) 
(س -5)(س + ۱) ( س - ۶)( س +۱) 


ويترتب على ذلك خقق المتطابقة : ۵ س ۱۰ = أ ( س +۱) + ب (س -۶) 
والان جد قيمة كل من أب بإعطاء قیم محددة ل س ولتكن أصفار مقام المكامل . 


عندماس = -۱: ۵ )عا ٠لءعأردل+ل)+ب(-١-4)‏ 
س - ۱۵ - ۵ب سه بد٣‏ 


)4-٤(ب+)١+‎ ٤ أ(‎ =١ -)£(0 عندماس=£:‎ 


س .الأ ے أا 


۲ ۱ ۳ 
.دس +| لد .دس 
س - ۶ س + ١‏ 


الو | س - ۶ | +۲ لو|س+۱|+ ج 
د 


أ (س +۱۱)+ب (س - ۷) 
(س - ۷)(س + ۱۱) 


۱ -]۱س +۱۱) + ب(س - ۷) 


بوضع س - ۱۱: ۱ -[(-۱۱+۱۱)+ب (-۷-۱۱) له یعاس 
A 7‏ 


۱أ( ۷+١۱)+ب‏ (۷- ۷) لس ههه ع 


۷: 
١‏ ھ 
۱ د س ۱ ۱۸ ۸ 
سو جو 0 . د س > 5 
كراج وين لال ہی س + ١١‏ 


١ 
کے واا واا ج‎ 
ها‎ ١6 م7‎ ۸ 


ا ( آس +۲) + ب ( آس +۱) 


1 3 
کد د 2 + ور ۹ رک یہ ا 
سس ا سو ( آس +۱)( آس +۳) س+۱ ۲ س +۲ ( آس (١+‏ )( آس +۳) 


س =( س +۲) + ب( اس +۱) 
۳٣ 3 73 5 -‏ 
بوضع س- لل : ل Ooi‏ سے بے 


١ 
3 
1 


۱ 5 = 3 
عأ رع رتل ۹( (Il‏ هم 5 


ب ! لے |۲س+۳]| دج 
6 ه 


ا 3 _ آ(س +۲)+ب(س+۳) 


س + ۵ س +1 (س+۳)(س+۲) 1 س + ۲ ١‏ س ۲۶ (س +۳)(س +۲ ) 
له سا آ(س۲۰)+ب (س +۲) 
بوضع س -  :۲-‏ ۲ -[(-۲+۲)+ب (۳۰۲-۰) سه ب--۲ 
بوضع س -۳: ۳۲۰-[(۲+۳-۰)+ب(-۳+۳) سه ۲ 


1 1 

۲ - ۳ 

اج سے ٢‏ . د س ١‏ نف 
س' + ۵ س ٦+‏ ,أ س٢۲‏ ,أ س*+ 


۰ 


۲ 


۱ 
4 _نواس»۲ | 
هف ۰ مب ۰ 


۔ ۲( لو( و ۳ - ۲[ لو ۲۰۲ لو ۲۰۰)) 
۰ ۲ (لوه - نو۳)-۲|لوء - لو ۲] - لو ۱۲۵- لو ۲۷ - لو1اء لوك 


۱1۵ 
= لو س 


ها ۱۰۸ 


ا ( س - ٤‏ ) + ب س 
0 س(س-٤) ٠‏ 
له ۵س - ۱۳ = أ( س -٤)+ب‏ س 
۲-۵ -(٤-4)+ب(٤)‏ ہے ب-۲ 


0۵)-=(°-£4)+ب(۰) همه 


الك د 
3 جد 7۳ 
س 


أ ( س + ۵ ) + ب ( س - ۲ ) 
هر رس 


+ ۵ ) 
١‏ +0 ) - ۲)(س 
۵( س - ۲ 
+ 
(س - ۲ )( س سر سر 


۷= أ ( س +۵ ) + ب ( س ۲) 
لله ۷- 


ب = - )۱ 
جهھ 2 
۵: ۰۷ ۵:۵ )+ب ۰ ۲۰۵) 
بوضع س - - 9 


ہس ھی 21 
؟: ۵+۲([۶۷)+ب (۲-۲) 
بوضع س - 


SSS‏ 1 1 .ادس 
۱ .ادس + 
.ادس 
2 + ۵) س - + ۵ 
( سر ) ( س ندر 


+۵ | + ج 
۱ لوا س 
| س - ۲| - 
+ ج 
لو اس 
7 
0 ۱ س + ب 
اہ مہہ 


55 
= 
١ 


ددر ا يدر ب ) 
لب + در ہے ) +|)( : 
أ ) ( سر ( سن ۱ ٦‏ + 
( س + + ب + 


)١س(ل+)ب+سرم‎ = ١ 
= - تک‎ 
اعم(۔ب+ب)+ل(۔ب+ا)‎ : 

بوضع س = ب : 


١ 
سا ۵ ۔ سب‎ ۳۹ 
)أءأ-(ل*+)بءأ-(معا١‎ : أ‎ 
:۱ ۰ بوضع س‎ 


ب ا 


جۓ 
۱ ا ( 
( س *1)( س + ب 


۱ کے 
ب ا 


1 س + ب 
س + | 


+ب|ء+ ج 
بس 
لوا سء أا - ل لوا 


ب-| 
پوت 


11 ١ 
)۱+ س‎ "()١ + س‎ ۲( ۱ 


في بعض اخالات والتي یکون فیها بسط الاقتران النسبي هو مشتقة مقامه 
أو مشتقة مقامه مضروبا في عدد . یکون من الأسهل اجراء التکامل باستخدام 


4 
القاعدة : ۱ ۵ا .دس = لو |ق(س)|+۔ بدلا من استخدام الکسور الجزئية . 
ق (س) تے 


1 +0 
مثال ‏ جد | گج“ .دس 
۳ ساي ۵ س - ۱۷ 
من غير المناسب استخدام الكسور الجزئية لإجراء التكامل . حيث ملاحظة أن البسط هو 
مشتقة القام کن إجراء التكامل فورا باستخدام القاعدة السابقة . 


ریس 


1 +0 
۱ د .دس - لو |۲ ساي وس ۔۱۷| + 
ه 


۱۷ سأي واس‎ ٣ 


5 5 ۳ ( س ) : کے 5 
تكامل الاقتران النسبى ۴" , حيث درجة م أكبر أو تساوي درجة ل . 
5 ل(س) 
لإجراء تكامل الاقتران النسبي في هذه الحالة نستخدم القسمة الطويلة لقسمة البسط 
على القام . لتعطينا النام كثير حدود, مضافا إليه الباقي على القسوم عليه ( اقترانا نسبيا 
درجة بسطه أقل من درجة مقامه ) . 
حيث يكتب الاقتران المكامل على الصورة : 
مات قف رس + ر(س) 


حيث ك :الناج ؛ د: الباقى 
ل ( س ) ل ( س ) 3 ١‏ 


وعلیه فان : 


الكبرى إلى القوة الصغری ) . 


۱ 1 ۳ ۲ 
مثال جد | ٢٢ا۰‏ سا ف سن سا .دس 
سأي س ‏ ۲ ٣‏ سا.١‏ 


۱ 
رس ۳س ۔٣س؟_‏ ۵ سآي س - ]ساب س - ۲ 


1 ۴۳ ۴ 
۱ ٣س٣‏ ± 
أجر عملية القسمة الطويلة ا ۳ ۲ ۲ 7 


لتحصل على : سام س - ١‏ 
1 + سا س + ] 
۳ 0 ایوس 
٣س‏ واس -۔۵س+ ٣‏ حا ل بيني وس ۱ 
سآ پ س - ۲ سام س ‏ ۲ 
۱ 
آے لی كمسر 
س ہے س - ۲ 


سام س ۲ (س+۲)(س )١-‏ س +۲ (س +۲ ) (س - ۱) 
4 1ت أ ( نس - ١‏ ) + ب (س +۲ ) 


ضع س ۱ : ۱ (١-۱)+ب(۲+۱)‏ ها بء 


و 
۳ 
ل 


ضع س -؟: ۱-[(-۱-۲)+ب(-۲+۲) هه أ 
۳ 


: | سا ۲ سا ۵ سا س - | 5 1 
ساي س _ ٢‏ 


= سا ۽ س _ لواس*+'|+! لوا س-١|+اج‏ 
ه ٣‏ هد 


1 
۳ 


س ۳ 
س۲- م سأ ۲ س ٣-‏ | سا +۱ 
+ س" ۽ س 
#م سأي س ۳ 
س!_ ٣‏ سآ, ۲ س ۳۰ ۶سا دا 
سأ ١+‏ 


۱ س٢_ ٣‏ ساب ۲ س دم 


نرتب حدود البسط والقام تنازلیا ( من القوة 
الکبری إلى القوة الصغری ) ثم جري عملية 
القسم الطويلة . 


لله ۱۵ س ٢+‏ = أ ( س ٤+‏ )+ ب (۲ س) 


بوضع سء - 5 : -۱۵(- )+۲( +)٤+٤-‏ ب (۲(-£)) ہے بص 1۲ ے ۲۱۳ 
۸ 
بوضع س = :٠‏ - ۰(۱۵)+۲ -(۰ +۶ )+ب (۰(۲)) ۲ 


| س _ س", ۲ 


۲ سآ + ۸ س 


۲ سأ 
(س ()١-‏ س - ۱) 


٣ 95‏ س' 
۳ سآ ٤س‏ + ( 
£ س - ۱ 
۳ سآ وس + ۱ 
£ س ۱ ا 5 أ(" س -۱)+ب (س - ۱) 


ا = 


(س -١)("اس-١))‏ س-۱ ٣س٠‏ (س -١)("اس-١)‏ 
٤‏ س ۱ = [(۲ س-١)+ب(س-١)‏ 


١ ١ ۲ ۱‏ 
حلم راث ازمر سر ری سب 
(y=‏ ا٭ب((ج)٢۔۱)‏ ہے ب٭ح 


5 
رن 

تدس | | ۱ گے 1 . د اس 
ش١‏ شس ۱-۰ 


= س + لواس-١|‏ - لوا۲ س- ۱+ ج 


۱-4 (1(۳)-1)+ب(1-۱) یه ,۲ 


را 


( س - ۳۱۱ س - ۱) 


1 
منال جد | تدش دس 
ع] س + سا 


نرتب حدود البسط وا مقام تنازلیا ( من القوة 
الکبری إلى القوة الصفری ) ثم ري عملية 
القسم الطويلة . 


۲ + سآ 5 سأ ٣+‏ ۳ 
۲ ٢اس‏ + سا سآ ٣س‏ +؟ 

سس ١‏ 1 سس + ۱ أ( س -١)+*ب(س-؟)‏ 
سا _ ٣‏ س + ۲ (س - ۲)(س - ۱) س - ۲ (س - ۲)(س - ۱) 


له برس ١+‏ = أ( س -۱)+ب (س -۲) 
بوضع س ١‏ : ۱۲ إ(١۔۱)+ب(١۔٢)‏ وه ب٤‏ 


بوضع س ۲: ۱-۲(۶۱+۰)۲(۳۲)+ب(۲-۲) سه أ - ۷ 


٠ 
ادس‎ ۶ 5 ۷ = r 
۱ - سآ س - ۲ س‎ +, س٣‎ _ ۴ 


= س + ۷ لوا س 1۲ - ٤‏ لوا س-۱|+ ج 
ه ه 


سک | .دس 


س - ۲ لو | س*۱] + ج 
هف 


١ 
( * س - ٤لو |س۱۱۰ء ۶ ۱س‎ 


ه 1 


= س - ۶ لو | س*۱| - 
و س + ۱ 


بالإستعانة بالمثال (۱) 


7 
اش لے ای اي ها + ج 
ه 7 


2 


سن =" 
تو سد ء | س - ۲ لو اس *۱۱]- 
ه س + ١‏ 


۳ 


H‏ ا ۳۰ . د س 
3 ( س + ۵) 


٦٣‏ ۱۳۱۵۸ ۱۳۰ ادس = و 


زین ٩6۵‏ (س +۹0۵ 
سل ۳ 1 
-] ((س+۵)+۱)۱س +۵) .دس -||(س+۵) + (س+۵) | .دس 
٣ 7‏ 
(س+۵) (س +۵) ۳ ۳ 
f‏ + بت 


_ أ (س+١)‏ +ب(س+۷) 


( س +۷ )( س + ۱) 


س +۳ = أ( س +۱( )+ ب (س + ۷) 
بوضع س = -۱: ۳+۱ -[(-۱۰۱)+ب (-۷+۱) 507 


بوضع س ۷۰۰ : ۔ ۷ ٣٠١1(۔۱+۷)+ب‏ (۔۷۷۲۷ة) ےس ۳۳ 


هه 1 
۲٢ ۱ =‏ + ۲ اين 
+ ۷ س + ۱ 


س 
١‏ 
ل لواس*“"اءس لواسءااءج 

هف هف 


التكامل بالتعويض 
إذا كان م اقترانا بدائيا للاقتران ق وكان ه اقترانا قابلا للاشتقاق ؛ فيمكننا إجراء 
التكامل للاقتران المركب : | ق (ھ (س)). هگ ( س ). د س كما يأتي : 
افرض ص = ه ( س) 


د ص 
دس 


وبتعويض هذه المقادير في التكامل نحصل على : 


سے بين 
= ه(س‌ا له دص ۔ھ(س) .دس 


| ق (ھ (س)). هگ ( س ). د س ۳ ق(ص).دص د م( ص )+ ج 
وعندما نستبدل ب ص ما تساويه بدلالة س نحصل على : 


| ق (ه(س)) .هک (س) .دس = م(ه(س))+ج 


5 2 + 1 
مثال | سح اق 


اوہہ 
س + ۳ س + ۵ 
رس افرض ص - س۳+۲ س + ۵ 


د ص 
دس 


= س*۲ لله دس = ضحد 


7 1 
اد ۰ کے دض | 
ا سآ ۳ س + 0 ص آ سن 


5 
= سر صا , ج د م (س۱+٣‏ س +۵) ۲+ ج 


الخلم ما أن زاوية اقتران الجتا غير خطية افرض ص - ظا س 


د ص 
د سن 


۱ قاأس و 
۲ 
قاس 
| جتا(ظاس). قااس. دس > | جتا (ص). قلسن . * ك2 - | جتا(ص). دص 

۳ 
س 


ے۔ جا( ص )+ ج = جا( ظاس )+ ج 


1 1 


س ہے دس - ۳ س" .د ص 
- "| قاأص .دص ۔ ٣‏ ظا( ص )+ ج 
-۲ ظا لاس ب ج 


7 
۲+ ص" 
2 


- ۲ جاس 


]ا چتلاس يد 


س . د ص ۳ جا ص . د ص 


جتا آص) . د ص = (ص ل جا اص )+ ج 


( نوس ل جا(۲لوس )) , ج 
ہہ ۲ هف 


ذا كان ق,ه اقترانيين متصلين , فان : 
| ق (ھ(س)).ھ (س). دس = | ق ( ص ) . د ص 


0 


هھ (ا) 


ا ظا( ص ). - سرا . د ص 5 ها | ظا( هن :کن 


نس 
ها 
جتا(ص) 3 5 


مثال جد | س جا [س' )١١‏ جتا (س'١١)‏ . د س 


مخت افرض. ضء جا اا 


دض وس جتا زس' + 2 دائ اتب 
دس ٢س‏ جتا (س' )١١‏ 


۵ 
| س جا (س' )١١‏ جتا (سا +ا) .دس <| (ص) س جتا(طاء!ا .سل 
۲ سن جتا رس +۱) 


1 
صاء ج 5 ل جاإس'ء) + ج 


۲ 


و یت کے س 
ما أن الاس غير خطي ولا يحوي لوغرتم افرض ص- ۲ ه 


د 
للم دس ۔ ص 


د ص 


ا عاض دض 
جقاءس 


ا ان جا رجاس انس د | خی بجا اهن )ا 


| ۱۱2 -جتا اص). دص - + (ص -ل جا اص )+ ج 


ل چا( اجاس )+ ج 


جاسب لو جتاس 
جد ہ کے 


ll‏ جاس+ لے جتاس 
کے 


افرض ص - جا س 


مثال 


مد اس ه 


ڈگ 3 ۲ جاس جتاس - جاآاس لله دس ۔ 


د بس 


نستخدم التعويض لتبسيط المقدار الذي نكامله , ولكن بشكل عام فإن طريقة 
التكامل بالتعويض ستفشل إذا كان الاختيار للفرض ص و د ص ا حسوبة يؤدي لإنتاج 
تكامل يحوي س ٠‏ أو آنك لا تستطيع أن سب التكامل الناج . 
وحتی الان كان اختيارنا للفرض ص سهلا نسبيا وتمكنا من إجراء التكاملات بعد خویلها 
إلى صورة قابلة للحل بإحدى القواعد المعروفة لدینا . 
لکن کن القول أنه لا يوجد تعويض مثالي يؤدي الغرض في جميع الحالات . لذلك تبقى 
مسألة اختيار الفرض المناسب هي مسألة تمرين وخبرة . 


_ ۹ص ) . د ص ص = ساء+ة له سآ = ص - ٩‏ 


مثال جد | سوة 1س ر د 


5 د 
افرض ص یاس اب ے صا۔ ا يسن 


| سه أن + سے | اض عاضوا ,و 
بس 


IE‏ س0400 ص' . د ص ا ھا ۷۶ و 
۳ 


۳ اسا 1 ی 
۵ 


1 
jes ۱‏ ۲ 
| سا اید ادس ]۱ ) 


۲ د 
ع ١س‏ ہے صا ”ضط ۔ 


۳ ۳ 
اس ۲ -١‏ س ادس =| س . ص ,-م صا . دص ۳-۰[ [1- ص اص .دص 


+ ی 


ریس افرض ص - بإ س -۱ 


/ ۲ ۱ ہے دس ۲ص .دص 
ص س- | ہے هن جح ب 


صا س -۱ 
دس | ج ادص د ] دض د اس :دض شتآ 
| س - ۱ ص ۴ 


دص 


۲۰[(ص" -۱) ص .د ص ۲| 


a le 


- ۲|( صا -۲) صا د ص - ؟|(ص؛ _؟ صا ). د ص ۲2 2 


٦ ا لاک‎ Al] 35 


مثال ی | اس ۴ سا روم 


52 ادس | (س (سا -۳)) . د س | ا سا ۳ د س 


دل ]ضا ادص ض 
1 و ۱ ۳1 
س 


مثال جد | سا( س ")١-‏ (سا + س + .")١‏ د س 
۷ 
2 | ساس ")١-‏ (سأء سء )دس ء [سأ ((س )١-‏ (ساء س, 6|" دس 


م | سا (س؟- 1]' دس 


5 ۳ 
افرض ص - س ۱ 
7 ٣س‏ هبد دس 


سس ی كل ۴ 9۳ 1 
۲ ص 


۱+ 


٣سآ‏ بر +جہ 


1١ 7 
۳ 


۸ 
مثال | جد |(س -۳)۱(س ۔:س+۵)' .دس 


رس افرض ص - ساٗ_]س + ۵ 
د 


د ص 
گے ٢س‏ _-٢۔](س‏ 11 سما دس = تك 
د س ۲ (س - ۱) 


١ ۲ 0‏ يم 
|( س (۳)١‏ سا وس + ۵) .دس | (س -۲)۱ صرة. دص ل ]رس غ)'صة.دص 
؟ ( س - ۱) : 
ص = س ۲ س + ۵ 
ص - ء ‏ سأ _] س + ١‏ 
00 ۹ 
7 


0 ۰ 0 ۹ 
(س ۔۲س+٥)‏ ولس اس + ۵) - 
۹ 


ری ا فقوا اھ .دس 


۲ ۳ ۲ ؟ دص 
افرض ص = س'-١‏ ه ص"- س"۱ مه ١ص‏ . ے۲ اس 


۲ 
دس صا د ص 


مثال | جد | ۶سا -س؟ .دس 
ری | اوس ا ی و سا _-٤(‏ س" 


0 
| سآ (س + )"۰ دس = |( ص۔۲ ص ,۱) ص .دص - || صا ۲ صا + ص) . د ص 


+ ج ے 


ا 


( گا ےک ار ال۶ ئا _ 29 5 


۳ ۵ 1 


سا الب |۲۱ سامه )| .دس 
بس 


ات کے ]1۵ نس اس 
اج | س ۲۶ اج ہہ 


۲ ۲ ۲ د 
افرض ص = س ٤‏ ہے ص س ٤‏ همه آ1 وی 


کل ے ۴ س 


سه دس كي :دص 
س 


مثال جه | بش ی جتاأس . د س 


واس ی اس 3۳ 


(اخل) افرض صد جتاس ہے ہے 7 
جا س 


۳ ۲ ۳ 3 - ۲ 
ا جتااس .دس -] جایں. ص؟. - دص = او 
جا س 


|" جنااس اب ۱ .دص | -١(‏ ص'). ص .دص ا ضا و 


-[ ل ص" د صا ), ج <( جتاس - د جتااس] + ج 


مثال ]سن جتاس .دس 


0" جتاأس ). ص" . دص 7 (۱- ص]. ص . د ص + هرات ملا د.ص 


۔-( ص ال ص')م ج د( جتاس 
٤ 1 ٤‏ 


مثال | جد | عقا لسن چا نے جنا ش جا لس ادس 
رس 


۱ نجنا س .حجنا ی فا بش سا ۱ ڏس ۳ جنا س چا لمن | جتااس - جاأس | .د س 


۳۰ : 
0 ھ+ جتا٠ءس‏ .دس |[ ل جا س ) أجتا وس ادس 


١ ۲‏ دص 5 د ص 
۱ ۰ ۔ ل جا۲ س = جتا۲س ہے دس - سس 
فرص ص ٠‏ م د س جتا ۲ س 
۳۰ ۷ے د 
7 


| ص۳. دص 
جتا ؟ س 


7 
زس 


ا جارس ا" 


+ ج 


جد | قاس جا س .دس 


) 5 1 ا ق قا ۱ قا 
| 
| 
قا س س 


5 ہے 2 ۔ قاس ظاس ه دس - 
افرض ص - قا س - 


| وس کاس 2۰ 
| قاس قاس ظاس .دس - ص 5 س قاس ضا 


ن 
5 + ظا ۰ د لس 
مثال ]| جد | قاس (قاس» ظاس) 


رت افو سی - قاس (ظاس + 
قاس ظاس + قاس - 
3 دض 
د س 
دص 


قا س .ص 
قاس (ظاس + قاس ) 


ن دص 
-| قاس ص . للد 
| قاس ( قاس ظاس ) دس | قاس .ص 


ن 
[ قا س + ظا س ) 
جس = ہمہ مج 


ن 


جد | | ظا بس قاس .دس 


8 3 نم و 
O‏ - ظا ۲ ظا ص ‏ قا 
افرض ص = س ‏ په ص ہج TS‏ س 


إل صا صا ج .اقاس | , | إظاس )| وچ 
جد | [ جاس ظتاس .دس 


۰ ۳ ص 5 5 د ص 
س س 


سو ۳ ۳ 
| قاس ظاس .دس 3 | ص ظااس . 


| صا [ص'١]).دص‏ 


مقال | جم | چتاس (توجاض ]ادس 


١( |‏ ص ۔ص؟) صل .دص 


۸_ ۹ 
- |( ص" هن" | .وض 
84 
ی صأ ۲ص ۱۰ -1- جتاس 
؟ ص - ص ‏ جتاأس 


ص = ۲+ جتا س 

ص _ ؟ = جتا س 

۲ ۲ 

۷ دص ص - ۲) - جتا س 

0 5 5 

ص ۶ص ٤+‏ -۱- جاس 

متردة هي یہ اس تد ٤‏ ص ص۔۳ جاأس 

۲ 

جتا 

e)‏ س) ٤‏ [1+ جتاس )+۲ لو |؟+ جتاس| + ج 

ھ 


مثال | جد | [جاس + جتاس)"جتا٢‏ س .دس 


| (جاس + جتاس | جتا ؟ س .دس ۳ [جا س + جتاس)' [جتااس - جاأس) ادس 


د | | جاس + جتاس|" |[ جتاس + جاس | |جتاس - جاس ).دس 
۳ [(جاس +جعا | [جعاس.-جاس ]دس 


افرض ص = جاس + جتاس هم تک ۔ جتاس ‏ جاس 


هد دشت © لیر 
جتاس ‏ جاس 


| (جاس + جتاس)" [جتاس ‏ جاس | .دس ۔] صا (جتاس - جاس | د 
جنا س - جاس 


۹ [جاس + چتاس]' 
+ 


ص 
+ ج 
۹ ۹ 


مثال ] جد | جا س ( ۱+جتا ۲س | ".دس 
رس | جا س [ (+جتا ؟ س ) ".دس |[ جا س [۲۶۱ جتاس -۱) .داش 


.لاس [خبچتاس ]س۲٣‏ چا س جا سن دس 


دص -جاس -د ص 


افرض وو ي ے دس ۔ 


ختاأس يجناس ا 


افرض ص - جتاس ١+‏ له 3-6 = - جاس 


د 


ls‏ ص"( ص -۱) .دص > -؟ |[ ص ص" ).دص 


= ۲ |( دص" ).دص - -۲(لواصا+ص") + ج 
کڪ 5 7 
ہے ا لوا حماسي ااي (جتاس ۱ اہن 
هف 
ا 
مثال جم بت تفیش 
ب س جا ؟ س 
(اخل) افرض ص - رم س جا ۲ س له صا ۔ ۲ س -۔جا س 


ه ۲ص لد ٢۔۲‏ جتا ۲ س د ۱(۲ - جتا آس) 
س 


کا اھر وين 
جد 
عاك | ات 
فرض سا تسین 
خر افرض ص ض دكا ے جتااس سق داش 
هه ص"-۱+جاس ها کش 
؟ جا س جتا س ص . د ص 


تاس 
ص جتا 
اء جلا نين 


صا _ ص وج 
٥‏ ](ص'-١).دص‏ -ء | تلد - ص | 


ESEN 


مثال جد | ظاس لو جتا س . د س 


رس افرض صن 2 وجا س 


a 
= افرض ص - ظاس : کا ۔قاس هم دس‎ 


| قا سن گا کید | ها یا 


مثال اق ی 
مک | اس ,دس کے کا سوس اس عدا اسن 
| ان قا نی کا ین ادس | | ظا ی ھا سرت (قافص-111 تعس 


دا اش کا س :دفن ے |( قاس ١١‏ ادس 


= ل ظا س ۔ ظاس + سوج 
۳ 


0 
مثال حك || تال فا ی دس 


5 ۲ 1 
رس افرض ص - ظتاس : تك ۔ قتاس ہے دس- 


د 


| ان قا یدن | ص؛ قتاس .دص ١‏ 


| ص؛ ( +١‏ ظتاس ) ادص =| ص؛ (۱+ ص" ).دص |( ص + صا). د ص 


جتاس ۲ص . د ص 
.دس =+ .کک 
ص جتاس 


- + وص +ج = + ا۱ء جا س وج 


س٤‏ + ۲ سأ + ۱ 


سء + ۲ سآ + ۱ (س' , 1 


افرض اضق س:۱ : دک , 


دس 
کے وہ 
ص" 


(س + ۱) ۲ 


| سا (۱- س ).د س - 


۲-۱١ |‏ ص + صا ) ص . د ص 


ل 
۳ 

لل 
۳ 


| ص"*-۲ صاء ص" | 


01 2 ك 
5 ۷ ۸ 


١ 
مثال |[ جد | ( "شبات )۲ .دس‎ 
۱ | هه |( 2221 )7 .دس‎ 
سس بسك‎ 
۲ س‎ 


افرض ص = ما ؟ + اس له ص ۲ + [ س 
ے ‏ ۲ص گا ل هم دس ٤ص‏ اس .دص 
دس .اس 


.| عد ع ص .[ س .دص | صآ . د ص 
[ س 


١ 
55 ۓے رام د( 12 )ا‎ 
۳ ۳ 


ع لس 


: ۱ 
| .دص ۔ حل (-عوعوص_ ‏ لواص|) +ج 
۱۸ ه 


۳ 
2۱ الس تق 61 ۲ امک 
هف 


(اغل) ‏ افرض ص .|ةنوس ١ه‏ صا ٤لوش‏ ا 


.3 
ہے وس ا كن کت 


افرض ص ,۱+ سم ہے ص" ۱+ س ۲ 
ہے ۲ص دص - أ سم لهم دس ۲۰ ص س٣۲‏ دص 
دس ۳۲ 


١ 

۳ 

. د س ۴ ۳ ص . ۳ ص س۲ دص ."أ صا دص ۔ ص + ج 
١‏ 


سرب حاص E‏ 


افرض ص ‏ اراس ١+‏ ه صا ۔ .اس ١+‏ 


اس اراس + 


۱ 


اناس 
010110100 |+ ج 


لهم دس ۔ رس ص. د ص 


۳ ۱ ۳ 
مثال 20 )888پ00" 


د 
7و سے a E‏ 


عندماس = ٠‏ : ص ٠۔١‏ عندماس (١=‏ : ص ۰.۱۰۱ 


١ 2 ١ 
03 03 ۳ 
97ت 989۶۲" ×× دص = | راصص دص‎ 
١ + ن‎ ١+ ن‎ ١ 
۱ ارم _ ص ).دص ا ی‎ 
+ ن‎ ١+ ن‎ 


" (ن+۲+۵()۱) 
ا ا 
| مثال إإذا كان ق اقترانا متصلا علی | :1 | 7 قفش ے 07 


کک از 
د 


أمثلة متنوعة « التعويض و تكامل الاقترانات النسبية » 


مثال ج | کے من 


س ٩‏ 
رس افرض ص ‏ اس ه صا 


؟ ص 
دس 


۳۰ ص. دص م ۲ | 


ا 5 أ( ص +۲)+ب (ص - ۲) 


+ = 


(ص-")رص+") ص -۳ ص +۲ ( ص - ۳ )( ص +۳ ) 
٩‏ = أ( ص +۳)+ب (ص -۳) 
بوضع ص = -۳: (۶٩‏ ۳+۳ )+ ب (۲-۲۰) 


بوضع ص ۳: 1-9(" +1)+ ب (۲۰۲) 
مت 


دس 


۵+٤‏ اس“ 


١ 
| ]| -۲ص'م ۱۷ص - 1۸ لوا صء؛‎ 1 
۲ هه‎ ۳ 


۳ ۰ 
VNB)‏ لو ۱۶۰۴ | 
ج + ۱۷ص + 1۸ 


1 a 
18 [ist نو‎ ۱۸-۱۲۱۷ ۸۱۲-1۱ | - 
د‎ ۳ 


۰ 1 
هب 


)١- س‎  ( س‎ 


۱ د س ۲ ۳ صا .دص ها دص 
س ( "| س -۱) ص" ( ص - ۱ ) ص ( ص )١‏ 


بوضع ص ۱: ۱-[(۱-۱)+ب(۱) له بد( 
بوضع ص = ۰: ۱-[(۱-۰)+ب (۰) ح [ ۱4 
١‏ 
: ).دص ۲[ لوا ص اء لوا ص۱۱۰ ]+ ج 
ص“ تج 


-" |- لوال اس اء لوا "اس ١١||ءج‏ 


5 ات 


۱ 


۱ 
8 2 
)ص (ص + ) 


أرص+١)+بدص‏ 
ص( ص + )١‏ 


سے ۱ - أ1(ص۱۶)+بص 
بوضع ص۰ -۱: ۱-[(-۱+۱)+ب(-۱) سه ب د 
بوضع ص - ۰ : ۰-۱ ۱۰)+ب (۰) 


۲ 


ص (ص + )١‏ كد لصن ا 


ا[ 57 ۰٠ے‏ و تک |.دص = ۵ | لبوا ص ا -ليوا ۱۰| | 


۰[ انوا ۱۲- نوا ۱۰۲ | انوا ۱۱-نوا۱۰]] 0 0 


١ 
مثال | جد ۱ ا . دس‎ 
رس‎ +۱ . ١ 


اک سا 


۱ 
۰ |( + يك )ردص - عا _ص +لوا ص۱۱۰ | 
ص ١+‏ ۲ - ۰ 


888808۵ 9 ۹ 
لو (۶) ١‏ 
هف 


س ۳ لإ س + ۲ ص۲۲ ص ج٢‏ (ص - ۲ )( ص - ۱) 
ص ل أ( ص - ۱ )+ ب ( ص ۔۲) 
( ص ۱۲ص -۱) ص۔؟ (ص - ۲ )( ص - ۱) 


له ص ۔ آأ(ص -۱)+ب (ص -۲) 
بوضع ص - ۱: ۱-۱([۶۱)+ب (۲-۱) 
بوضع ص - ۲ : 


۱ ا ۳ 
( ص - )۱ص - ۱) 


)۲۰۲( ب+)۱١۔‎ ٢(٢ 


۲ ۱ 
. د ص ۳ . د ص ۱ 
ص - ۲ ص - ١‏ 


۲۰| لواص-۱۲-تواص-۱۱ )+ ج (۲١‏ الو ااس ۱۲۰-لوااس- ]+ ج 


دس 
]٢س‏ +( + ۲ س - ۵ 
O‏ ص - [؟ س +۱ ھ ص" .۲ س +۱ 
ص 


مال 8 


د س 
سح + ۲ س - ۵ 


ص . د ص 
(ص  -‏ ) ( ص +۳ ) 
أ ( ص +۳ ) + ب ( ص - ۲ ) 


5 
+ 


(ص-')(ر(ص+") ‏ ص۔٢‏ ص +۲ (ص-')(ر(ص+") 


له ص- أ( ص +۳)+ب (ص -۲) 


بوضع ص = -۳: ۳“ا(۳+۳٣)+ب‏ (-۲-۲) 7 
بوضع ص = ۲: ۲ -[(۲+۲)+ب (۲-۲) 


۱ ص . د ص 
رص  -‏ ) ( ص +۳ ) 


لواط[؟ س ١+‏ -؟|اي ! لوای| س + ۳+۱] + جب 
۵ هب 


۳ 

f= ED 

سد ہی[ ا س س +ا 
م]٤‏ س -۸ -۲ اء (س-؟) -۲ | 


س - ۲ 


لك 
0 


مثال جد| 


۱ دس ۔ آص دص 


ات .دس = | .۲ص .دص = . 
۲ (رس -۲ )١-‏ ص - ١‏ 


۲ 
س | .دص دی ص +الو | ص ۱۰| + ج 
ہے ه 


س ٣+ ٢-‏ اس-٢‏ +الوااس-؟ -۱] و جح 
ه 


۲ 


> | [ص+؟ + 


۱ ٢۶ ٣ مثال جد‎ 


٤ - رس‎ 


( ص - ۲ )(ضن ۲ ) 
ب (ص+)+ب (ص -۲) 
( ص - ۲ )( ص +۲ ) 


¥ 


ص - ۲ ص ۲۶ 
له ٤£‏ ص 4٤‏ ۔1(ص+۲) +ب(ص۔۲) 
بوضع ص =- ۲ : ۶ (-۲)-2 -[(-۲+۲)+ب (-۲ ۲اه ب٢۳‏ 


بوضع ص ۲۶: ٠٤) (٤‏ اً(٢+٢)+ب‏ (٢۔٢)‏ له أا 


۴ لأس )١-‏ نت 


١ 
ص ا كص سح ود ۲ ص ا+ ها .دص‎ | | 
۲ + صا ص - ۲ ص‎ 


0 ۳ت 

.لاا _ لاس + لو الس ١٣ا‏ ملو ا لاس ۲ب جہ 
به || هد ۔ نس | .دس 

س سآ + ۶ 


ص . د ص 
س 


افرض ص | س؟ بء هم ص - سآ ٤+‏ هد اص + ۲۰ سه د س ۔ 


ا( ص +۲ ) + ب (ص -۲) 
( ص - ) ( ص +۲) ص - ۲ صء+ا ( ص - ۱۲ص +۲) 


)۲- أ( ص +۲ )+ ب( ص‎ = ٤ 
)۲۰۲۰( بوضع ص = - ۲ : £= [(۰ ۲+۲ )+ب‎ 
۱-1 بوضع ص = ۲ : ۶ -[(۲+۲)+ب(۲-۲) ہے‎ 


. د ص 


: .دص -لواص-'| لوا ص*۲|+ ج 
صا _ ٤‏ ه ه 


= لو اىاس۱+٤ |١١‏ - لو اىاس۱ء+؛ ۲۰| نع 
ه ه 


د ص 
ET |‏ سے 
أ (۲ + ص) + ب (۲ - ص) 
8 
(١-ص)(۲+ص‏ 
۱ +ص) 
(۲ - ص 
1 
سے ۱ -[(۲+ص) ب+ب(۲ -ص 


1 ۶۱( ۲۰۲)+ب (۲۰۲) 
بوضع ص = ۱ : 


- -۲ 
5: ۲-۲۱ )+ب (۲ ( 
بوضع ص = :٠-‏ 


سے 1 .دص ۳ 
۱ دص 


1ض 
(۲ -ص)(۲ + ص) 


(T+ ١ 
e | 


۳( 
أ ( ص +۲ ) + ب ( ص + 


¥ 


۳ ۲ ۲ + ۲ ) 
ص + ۲ (ص + ) ( ص 
ص * 
) ( ص +۲) 
( ص + 


له ہے [(ص +۲)+ب ۱ص +۳) 
بوضع ص ۲۰٢‏ : ۱ [(۲+۲۰) دب (۲۰۲-۰) ے ب١٠‏ 
بوضع ص ۶ ۰ ۳: ۲+۳-۰([۶۱)+ب (۳۲+۳۰) سه در 


د ۱ ۱ 
ا .دص ۳ .دص 


ضا 0ض :ءا ص + ۳ ص ۲۶ 


اھ ۲۰| + لو اھ :| + ج 
هم هم 


- -لواص+"|+لو|صء'|+وج - لو 
هف هف 


- ب آ(ص +۱)+ب (ص -۶) 

(ص ٤٤‏ )(ص٭+٠١)‏ ص -1 سور ١‏ (ص - ۶)(ص +۱) 
سه ۲ص ٤+‏ آ(ص +۱)+ب (ص )٤٤‏ 

بوضع ص = - ۱: ۳(-۱)+2 -[(-۱+۱)+ب (-۶-۱) هب - 

بوضع ص - :٤‏ ۶(۲)+2 2( +۱)+ب(۶2-ع) هه إل 


۳۳ 


.دص + 0 
ص + ١‏ 


۔ ص + االو | ص-:| ل لوا ص۱۰|+ ج 
0 ه 


ه 0 


س س 
کے 0 ا کرت ہے 
۵ هھ ۵ ها 


__ هص‎ ١ 
0 ١ 


أ( ص +۱ )+ ب (ص - ٤‏ ) 


5 + ص 3 5 ) ( 


له ۱ آ(ص +۱)+ب (ص -۶) 
= 
اد (دأزر-(ل+١ا)عءعب(-١-4)‏ 

بوضع ص - - : 


ضع ص - 45 : ۱۰2([۶۱)+ب (۶-2) 
بو = 


١‏ ص 
دا سس سس 


آ( ۱ص )+ ب -١(‏ ص ) 


(۱ -ص)(۱+ص) 
۱ = [(۱+ص)+ب (۱-ص) 


بوضع ص = - ۱: ۱ -[(۱+-۱)+ب (۱--۱) 
بوضع ص = ۱: ۱-[(۱+۱)+ب (۱-۱) 


+ سب دص ۳ [-۱ + 


ص ۱ - ص 


۴ افو ا سا کم | الهو | + 
۲ ھ ؟! ها 
1-1و ہے لو ااا مت ا + ل لوا اد مت |] 0 
مب مب 


(ص - ۱۲۱ص +۱) 


ب آ«(ص +۱)+ب(ص -۱) 
رص -١)ر(ص+١) ‏ ص ۱ ص۱۰ 1 رص - ۱۸۱ص +۱) 
له ۱ آ(ص +۱)+ب (ص -۱) 
بوضع ص = - ۱: ۱-[(-۱+۱)+ب (-۱-۱) 


بوضع ص = ۱ : ۱۰۱۱ +ب (۱۰۱) 


٠‏ دص 
اس سس 


ص - 
۱ + بان الطب اس 
هفل 
و وا میا رر | ]هت 
۳ شت ۲ ها 
د بس 


مثا »۰ 
۵ اک سد سا 


(اخك) افرض صء لوس هه - 


دس 
اہ وہہ ۰ ( ص - ۵ ) ( ص +۲ ) 
هف هف 
١‏ 5 5 _ أ( ص ۲۰)+ب (ص ۵۰) 
(ص-۵)(ص+؟) ص-۵ ص +۲ (ص - ۲ )( ص +۵) 


له ۱ آ(ص +۲)+ب(ص -۵) 


- ۵ 
7 ۱= (- ۲۶۲ )دب (۲۰ ۱ 
ضع ص = - 3 
بو 
۵: ۲۰۵-۱ )+ب (۵ 1 
بوضع ص ۰ 9 : 


۳ 


7 2 . د ص 
ا ۱ راض 2 
(T+‏ ص - 


۱ | ص +۲ | + ج 
وت سس یڈ 


0 ۲| + ج 
لو الوس -ه|- لے لوالوسء 


0 
۷ 

١ 
۷ 


دس 
س (لوس)؟_ ۶ س 
س)"- )٤‏ 
امد ایا ۶-۲ 


2 € ےہ ہہ چس ۔ س .دص 
دس 
دس سل 

ض 


د ص 
کھت سد _ ۱ لے ے 5 
۱ ۱ - ۲ (ص 
ب ۳ ۷ (٤‏ زع (ص ۲ 
0 أ ب ( ص - 
ظ 2 ١‏ کت سے الات مت ا 
0 ۰ 
١‏ 5 


( 
مہ ها ١‏ ے أ( ص + ) + ب ( ص - 


٣‏ س 
: ۱= (-۲+۲)+ب(-۲ ( 
بوضع ص = - ١‏ : 


5: ۲۰۲-۱ )+ب (۲-۲) 
توضع ص = 


سم 
(T+‏ 
اح ہج 


د ص 
+( 
اہج 


أرص+")+ب(رص-") 
ا بر - 
۱ = ۳ ¥ ص + ۳ رص - ۳ )( ص 
ص - 
(ص ۴۰)(ص * ۲۷ ( ص - ۲) 
ا با 
و [ ے أ( ص +۲ )+ رب 
۱ سس وت 
-۳ ۰ ۲) 
1 [(۲+۳۰)+ب (۳۰ 
۔۔۳: = 
بوضع ص - 


(PF -‏ 
۳۶۴۱۶۱ )ی (۳ 
= ۳: 
بوضع ص - 


لس ی 5 
+ مج 
| ۳۰)(ص +۲) ۱ ۹ 
1 و ۳| + ج 
۱ | لو جتاس + ۱ 
| ژوجتاس |۴١‏ = لے لو 
هف 


د 2 د ص 
+ ۵) 


- ۱) 
أ( ص + ۵ ) + ب (ص 
١ ۱‏ + ۵ ) 
اص ( ص - ۱۱ص 
۵) ص-ا ‏ ص 
١ -‏ ) ( ص + 
0 أ( ص +۵ ) + ب ( ص ۳2 ) 
o‏ م - ۱) 
1۱(۔۵+۵)+ب(۔ 
- ۰۵ ۳ 
بوضع ص - 


)١- 
١ارب+)هء+لرأعا١‎ 
: | 
- بوضع ص‎ 


د ص 
+ ۵ ) 
| 


جا]س (۲ - جااس) 


د 2 


ص (٣-ص)‏ ۲ جتااءس 
١‏ : أ - ص )+ ب ص 
ص (۳ - ص ) ض ( 1-.ص) 


هم ١ے‏ أ(۳٣۔ص)+بص‏ 


بوضع ص ۳۶: ۳۰۳([۶۱)+ب (۳۲) 


هذه افرض وی با خان ا سم صأ ۔ چاا س ۱ 


۲ ۲ 
7 ص - جاس ١+‏ 
ته ےق “مان عازن کا ہے در سبح حا ۳ ۱ 
د س جاس جتاس ]رحاس كا 


جتاس .دس ١‏ جتاس ‏ ص .دص [ دص (١‏ دص 

ا آجالس ES ١+‏ جا انين 2 

( ص - ۱۱ص +۱) 
۱ و ب آ(ص+۱)+ب (ص -۱) 

( ص - (١‏ )( ص +۱) ۵2 س ee‏ 

مھت ۷ے کی عرص 1آ 

بوضع صء۔۱: ١دأ(-١+١)+ب(-١١١)‏ 


بوضع ص = ۱: ١دأ(ر١+١)+ب(١١١)‏ 
١‏ 


١ 
2 | . اس ج‎ 
3 + .دص‎ 
١ ١ 0 


(ص -ا)ر(ص+١)‏ 


ص - ص + 
دلواص- ۱۱ ل لو|صءا| + ج 
٢‏ ها ٢‏ ها 


الإا !ات لوا جاس +۱ برا + ج 
اق 


۱ دص 
(۲ - ص )(۳ + ص ) 


ب أ ( ۳ + ص ) + ب (۲ - ص ) 


ا 5 

(۳ - ص)(۳ + ص ) دص ۳ + ص (۳ - ص ) (۳ + ص ) 
ے ۱ [(۲+ص)+ب(۳-ص) 

بوضع ص = - ۲: ۱-[(۳۰+۳۲)+ب (۲-۰۲) 


بوضع ص = ۳: ۱-[(۳+۳۲)+ب (۲-۲) 


دص ا 
2 .دص + .دص 
(۲ - ص )(۳۲ +ص ) دص مض 


لو|“-صا+ + لوا٣‏ صا بج 
اق 


ه 


۱ 
۲5 

۱ 
۳5 


لو |۳- جاس ا + ل لوالاء جا س | + جد 
ھ نت 


7 


۲ 
5 جا ۲ س 
.۲ +جتاس 


رس افرض ص- ۲ +جتاس 
د 


دس 


در ((ٴ-٢لو؟)‏ - ۲-۲۱ لو | 
۲ ن و۸ 
2 مه ۱1 


جاس + جتاس ١+‏ 


جاس + جتاس ١+‏ 
جتااس ‏ جااس . د س 


(جتاس _ جا س) (جتاس + جا س) 
ےتا ہیں ہے 
جاس + جتاس ١+‏ 


جاس + جتاس ١+‏ 


١+ جا س + جتا س‎ = ١ 
سے‎ ١+ افرض ص - جاس +جتاس‎ 


و صن ص -١‏ جاس +جتاس 
ہے فقا جفاش ب عاش تيه درون ب 
دس ۱ جتاس _ جاس 


(جتاس _ جاس)(ص - ۱) دص 
جتاس _ جا س 


(جتاس _ جا س) (جتا س + تس ۲ 
جاس + جتاس ١+‏ ص 


تج ل). دص = ص - لو| ص |+ ج 
ص - ١‏ دص = |(۱- ل). 5 
۱ ۱ 5 9 جتاس ١+‏ |ب ج 

3 - جا س + جتا س + ١‏ - لو| جاس + ج س 


(ص - ٤‏ ) ( ص +۲ ) 
ا ( ص +۲ ) + ب ( ص -۶) 


ا + )+ ب ( ص )٤-‏ 
ص۔۷ - ۱۱ص : 
سم اص 
[(-۲+۲)+ب(-۶-۲) هب = 
ضع ص =- ۲ : -۲(-۲) ۰ 1۶۷(-۲+۲)+ب 
بو دو 
£ : ۰۸۱۲۰ ۲۶([*۷ )دی (ع ۶ 
بوضع ص - 


.دص 


١‏ صا 
صا اص م 


لوإجاس +۲ |+ ج 


ه 


لو 
هف 

E 
۲ 


* لو | جاس -۶| + 
۲ 


۱ دص 
و صأ ۲ ص ۲ 
۱ دص 
(۵ ص +۲)(ص - ۱) 


ا ب آ(ص -۱)+ب (۵ ص +۲) 


5 + 


(۵ ص +۲ )( ص ۱۰ ۵ص+٢‏ ص٠٠‏ ( ۵ ص + ۱۲ص - ۱) 


لهم ١‏ = أ( ص-۱)+ب(۵ ص +۲) 

0 

0 

(١۔ا(١۔١)+ب(0(۵+٢)‏ سه ب 
۵ 


بوضع ص - حل : ۱ أ( -۱)+ب (۵( +( د - 


١ 
۷ 


ص ٢٢‏ 1 ب أ ( ص + ۱ ) + ب ( ص - ۲ ) 
+ ےت ت ‏ کن نۓ 


( ص - ؟ ) ( ص +۱) ص٢۲‏ ص + ١‏ ( ص - ۲ )( ص ١+‏ ) 


له ص+ ۳‏ أ(ص۶٠)٭ب(ص‏ -۲) 


بوضع ص = - ۱: -ا+"# -(- ۱+۱)+ب (-۲-۱) ا 


۱ صا + ١‏ 
چو .3ص 
صا ص 


ص پ 2 اص-'| 
كو ۳ 
۱ 


ظاس مہ ےھ لو | ظاس -؟ 
۳ ھ 


7 7 
قااس... دس ۲ قا س ادس 


آ (۱+ ظلاس) -١‏ ظاأس 


دص ۴ دص 


۱ ص (۱- ص )(۱ + ص) 


ب آ(۱+ص)+ب (۱-ص) 
E +‏ ی 


۱ ٭ ص (١-ص)(۱+ص)‏ 


2 [(۱+ص)+ب (١-ص)‏ 
=١‏ ا (١+-١)+ب(١--١)‏ ب ۱ 


7 
۱ 
7 


۱۶۱(11۱)+ب (۱۰۱) سے إل 


٤ ۱‏ .دص ۳ | .دص 
۱ ص ۱ص 


ے لواا-صا +8 لواا صا + ج 
ه 2 


(۱- ص)(۱ + ص ) 


"ل لوا ظاس|+ ل لوا ۱+ ظاس | + ج 
هف ه 


التكامل بالأجزاء 


إذا کان الاقتران ق = ق ( س) و م - م ( سس ) قابلين للاشتقاق, فإن مشتقة اقتران الضرب 
ق م موجودة وهي حسب القاعدة : 


لش (ق۵)- شش م + دم ق 


د سس د 


له درقم) دق .۵ پدم.ق ہے ق.دم = د(ق۵) - .دق 


وعندما نکامل کل طرف نحصل على قاعدة التکامل الاتي : 


لاحظ أن ق . د م عبارة عن حاصل ضرب مقدارین لیس آحدهما مشتقة للاخر وأن القدار 
( دم ) يجب أن یکون قابلا للتکامل . 


التکامل بالأجزاء 
مرة آخری 


تال جد | سآ جنا (؟ سب )١‏ . دس 


(اخل) افرض ق - سأ 


دق ۲ س دس 7 


دم = جتا(۲ س+۱) .دس 
م = ل جا (۲تس+١)‏ 


7 
| سا چتا (]س+ )١‏ . د س = ل سا جا(]س+ )١‏ - | س چا(]س+ ۱). د س 


اقرضن و = س : دل = جا (۲ س + ۱) . د س 
دو وو 1 ل - حل جتا(؟ س+ )١‏ 
| س جا (؟ س+ .)١‏ دس » ل س جتا(] س+ ۱) - | حل جتا(]س+ .دس 
۲ 
- لل س جتا(؟ س+ )١‏ + ل جا (]س+۱) 
3 
| سأ جتا (] سسب )١‏ . د س 


- ل سأ جا (؟ س+ )١‏ + ل س جتا(]س+۱)- ‏ جا (] سج [] + ج 
۲ 1 


مثال جد | لوس . دس 


رس افرض ق = لوس 


د دس 
| لوس دس = س لوس س 
شب هه 


م 2 س 


دس = ا شا س لوس ب س + ج 
شب 


| لوراس +۱ دس | لواش + دس ل | و (س+ ).دس 


هف 
افرض ق = لو(س+١) ‏ 2 دم - دس 
هف 


دق = 1 ادس م - س 
س + ١‏ 


نا  )١‏ سس د 
| نواس+۱) . س - س لو( + ( اسب ادس 
> س لواس+ ١١‏ -](۱+ سل ).دس 


9 | رو(س+۱). دس ۔ _. (س تو(س+۱) - س + لو | س*۱۱)+دج 
۲ مه ۲ هو > 


دس 


| 


مثال | جد 
سن + ۱ 
هو 
(س+١)‏ سے 
بت ات . د س = | (سپ )۲ .لو(س+١).دس‏ 
س + ۱ ۳ 
> 


افرض ق = تن و(س+۱) ٠‏ دم (س+۱). دس 
ه ۱ 


سل .دس 0267م -۲](س+ )۲ 
س + ۱ 


از 1 ۱ 
| (نس+ ۲۱ .لو(س+ ۱) . دس = ۲ (س+۱). زو (س + ۱) ۳ ؟(س+ا)! ‏ ل .دس 
ه ه س + ۱ 
J 1‏ 
؟ (س+ ۲)۱. لو(سج ۱) 8 ۲ (س + ۱). د س 
هف 
۱ 


١ 
(س+ ۲)۱. لو(س+١) _ 4 (س+۲)۱ + ج ٢اس +١ا.لو(س+١)_ع | س+١ا +ج‎ ۲ 
هف هف‎ 


جد | (]س -۱) لو (]س -۱) .دس 


0 افرض ق لو(س-۱) . . دم (۲س-۱) .دس 


دق = ل . سن 


۲ س - ۱ 


| ( ۲س -۱) تسو(]س -) . 


۱۷ 


س ظا س + لو |جتاس| + ج 
هف 


(اخل) | س ظااس . دس - | س (قااس - )١‏ . دس - | س قااس . د س _ | س. د س 
سآ ہے 
م جتا لاست 
س ظا س + لو ام س| - ۲ * 7 محلول في المثال السابق 


۱۸ 


1 جتا۲س .دس 


= ۲-۱ س 3م 
= - ۲.د س / م 2 ل جا۲س 
۲ 


| (۲-۱س) جنا ۲ س . د س = سل (۱-]س)چا اس - | ل جا س. - ۲ دس 


سل (۱- ۲ س )جا ۲ س - ل جتا] س + ج 


مثال جد | | س + چاس )۲ . د س 
رس | ( س + چاس )۲ . د س > | ( سا +؟ س جا سب جاآس | ادس 
+ | سا .دس + ] ہس چاس. دس + [١_جتا؟‏ س) . دس 
دم = جاس .دس 
م - - جتاس 


_ | - جتاس .۲ دس --] س جتاس + ۲ جا س 


7 
.دس ا _ ] س جتاس +] جاس + ! ( س ل جا۲س]+جہ 


مثال جد | جاس ( س + قتا" س) . د س 
رس | جاس | س + قتا" س) :دض = | س چاس . دس + | قتا آس . دس 
س دم - جاس .دس 
د س ۱ م ‏ - جتاس 
| س جا س . دس - - نس چتاس | -جتاس .دس -- س جتاس + جاس 


| جا س ( س + قتا" س) . د س = - س جتاس + چاس _ ظتاس + ج 


مثال | جد | س (جاس + جتاس). د س 


رس | س (جا س + جتاس )؟. د س د | سن (جااس+(جاس جٹائن + جتااس) . د س 
جا ۲شس 
| ( س + س چا ۲ س ) . د س 
جا س .دس 
ل جتا س 


| س جا ؟ س . د س ۔ تل س چتا؟ س - | سل جتا؟ س. د س 
1 


ل س جتا؟ س + ل جا س 


سا' ١‏ 
|( س + س جا ۲ س ). د س - کر _ ل س‌جتااس م ا جا س + ج 
٤ ۲‏ 


مثال جد | ( هس باس | ,ردان 


7 کو ساس بان وسكا ٤‏ سأ ) . دس 


جاص 
| ۲ص جتاص . دص ۲ ص جا ص -| جاص .۲ دص - ٢ص‏ جاص ہ آجتاص + ج 


- ؟ ,اس جاءاس + ؟ جتاءاس دج 


بل | ص جتاص .دص = ل (ص‌جا ص - [ جا ص . د ص) 


=( ص‌جاص ۽ جتاص] + ج - ل سا چاس + جتاسا)+ ج 


مثال جد | سأ جتا ( اس + )١‏ . د س 


5 دیوت ۲ 
افرض = س۲ + ۳٣ ١‏ د 
اث ایض اه سواه سه شلك ل ۲سا سه دس 


| سا جتا ( س + ۱) . د س < | س'جتاص. 2 
۲ سآ 
= ل | سا جتاص .دص ء ل | (ص-۱)"جتاص . دص 


.دص ل [(ص-۱)اجا ص - ] ۲ رص-۱) جا ص .دص) 
افرض و ۲(ص-۱) 0 دل جاص . دص 
د 9 - ۲. دص , ل ۔ -جتاص 
| ](ص-۱) جاص . دص -7(ص-۱) جتاص - | ۲7 جتاص . دص 
= ۲(ص-۱) جتاص + ۲ جاص 
ل | (ص-)اجتاص . دص - ل [(ص-)آجا ص + ۲ (ص-۱) جتاص - اجا ص) + ج 
- ل | سا جا ( سآ+۱)+؟ س' جتا ( سا + )١‏ -2 جا( س'+ |)١‏ + جب 


جد | س ظتا باس ۱ . د س 


. د 
افرض ص س' +۱ له صا = ١+۲۱٢‏ هد اص جا سه د س - 
1 1 1 
| س ظتا .[س' ٠.‏ . د س ۔ | س ظنا' ص | ص ظتا ص . د ص 


- | ص( قتا ص - ۱ .دص = |(ص قتا'ص - ص | .دص 


ص . د ص 
سن 


ا" 


۔ ص 0 دم -قتاآص. د ص 

دص ۲ م --ظتاص 

22 

جاص 

-- ص ظتاص + لو | جا ص| 
هف 


د 


| ص قتا اص . دص ٭-ص ظتاص - | "ظتا ص. د ص --ص ظتاص + 


4 


1 
|(ص قتا'ص - ص]. د ص -- ص ظتاص + نو | جاص| - 3 بج 
هه 


۱ 
۔ ماس ١+‏ ظتا ]سآ :۱ + نوا جا سا ١٠١‏ ۱ ۔ سنا بج 


٢‏ کن قا کن دص ے ۲ (ص ظاص+ نو |جتاص|) + ج 
ه 


۔ ]| اس ظااس + لواجتااس | ]+ ج 


دم = جتاص. د ص 
١‏ ۵ جاص 


| جا ص . دص = ص جا ص + جتاص + ج 


س س س 
= ه جاه + جتاھ پ ج 


ما أن الأس لوس غير خطي افرض ص سس 


7 دص 


س لله ٣‏ ص كا ه دس ٣‏ صا دص 


.د ص - | ص مادص 


.دص) ٣‏ (ص هت - وك ) + ج 


۳ ۳ 
ل کے رت 


£ 


۳ 
.دس = | س هت (۱+س) . د س 


س 
س و 


د ق = هد (س +۱) .د س 


س س 1 
٢‏ 5 هب . 
| س هت ( ۱+ س) . دس = س - 


۲ 
س 


مثال جد| سا هد 
(س+١)؟‏ 


. د لس 


1 لد لتكا 


دق -(صضه + هه (١)).دص‏ 


د ق = مک (ص+۱) .دص 


- (ه"(١)+‏ (س لاف ) .د س 
دق = س هت . د س 


آگا[شرتاا س" . د س 


| (1- جااس) لوص .دص | (١-۔صاالوص‏ .دص 


۳ ۳ 
. دص م (ص - ب ) لوص - (ص - )+ ج 


۔ | جاس - خلت | يوجاس - | جاس - جلت ) + ج 


مثال جد | قاس لو ظاس .دس 
هب 


د ص 


۲ 8 د 
(افل) افرض ص داس مجر و ہت له دس = ص 


قا س 


اوت اص دض 


م ص ب کد 
۳ 


۳ ۳ 
| (۱ + صا) لوص .دص = (ص + | لوص - |(ص + داد 


۴ ۲ ۲ ۲ 
= رصي )لوص - |(۱+ 2 ) .دص = اص + )لوص - (ص + )+ ج 


= | ظاس + ظا | بو ظاس _ (ظاس + ظا | ,ج 


مثال | جد| جاس لو جا س . د س 
هف 


| چازس لو جاس . د س 

هف 

افرض ق - لوص 
هف 


دص 


- لوص . دص ۔ - |[ ص لوص ص) + ج 


۱۷ 


= -|(۱+ه الو (ابھ“) ۔(۱+ھ”))+جہ 


مثال جد | س لو اس" - )٤‏ . د س 


دص مج | [ كل ؛ ص] وص | [ كط ص بيك | 
ہے وج يوم د پچ 


۲ ۲ 
| اد بء صلوص - (د+ءص) )بج 


1 اا ۽ (س"- )| لو (س"-6) - | افا ورس" - | ]+ ج 
۳ ۲ ه 3 


مثال | جد | قاس لو جا س. د س 
هف 
00 افرض ق لو جا س دم = قاأس. د س 
دق = ظتاس. د س 1 م - ظاس 
۱ 
| قاس لو جا س. دس = ظاس لو جا س | ظاکیظتاس. د س 
هف هف 
- ظاس لو جاس س+اج 
هف 
۱ 
مثال جد | قا س لو جتا س . د س 
رس افرض ق - لو جتاس دم = قاأس. د س 
دق = -ظاس .دس ۴ طا 
| قاس لوجتاس.دس = ظاس لوجتاس -] - ظا س ظا س . د س 
هف هف 
- ظاس لوجتاس + | ( قاس - ۱) . دس 
- ظا س لوجتاس + ظاس ‏ س + ج 
هف 


س جا س 
جتا'اس 


مثال جد| ادس 


۱۸ 


ظاس قاس .دس 


د م = ظاس قاس .ادس 
0 م | ظاس قلأس ۰ ۳د بالتعويض 


18 

افرض ص - ظاس سه ت قاس ہے دس ۔ 

| ظا س قاس . د س | ص قا س . د ص 
قاس 


7 yp 

.دس ءاس کل | ظا سر .دس 
۲ 

ل (ھفا' ظاس _ ١‏ (ضا 

ل |[(قااس-١).دس‏ = س : ہے س _ س) جج 


مثال جد | س (جتاس + جتا٣س)‏ ادس 


(اخك) ١افرض‏ س ۱ دم = (جتاس + جتا۲ س). د س 
دس هن جاس۔ جا٣اظ‏ 
۳ 


س (جا س + جات | _ |إجاس, جات ) دس 
۳ ۳ 


جتا 
= س [إجاس + جا و چٹاس + 1 ا بج 
۳ 


| س (جتاس + جتا٣س)‏ .ادس 


| مثال | جد | جاباس جتا باس . د س 


افرض ۲ 
ص - ]اس ہے ص" ‏ س هم ۲ ص ۱ ي دس - ۲ ص . د ص 
دس 


1 
| جا باس جتا اس .دس = |۴ ص جاص جتا'ص. د ص 
| ص جا ص جتاص . جتاص . د ص - | ۲ ص جا ص جتاص . ل (۱+جتا ۲ ص) . دص 
03 | ص ( جا ٤ص‏ + جا ۲ص جتا ۲ ص | .دص لل | ص ( جا ۲ص + جا ٤ء‏ ص) . د ص 
تچ 


= ص / دم [جا ۲ص ب+ جاوص/| . دص 


= دص ۱ 5 ی جتاءص | 
م 


۔ جتاااص _ تھا ملع ۳ | . دص | 
2 


اس ا 


- جتااص _ چا جااص , جاوص 
٤ ۸ ۲‏ 2 
جات جا٤ا<‏ 
٤‏ 2 


۸ 


ا + ج 


- ل رص | 


ا + ج 


۱ لج چا ۳۱ ج 
f 1‏ ۸ 


مثال | جد | س جا س جا ؟س . د س جاس چا س - ل (جتاس - جتا۲ س) 


رس | س جا س جا ؟ س . د س = ل | س (جتاس - جتا٣س)‏ . د س 
افرض ق - س ٠‏ دم = (جتاس -جتا۲س). دس 
دق = دس ۱ فى خاش جالاس 
۳ 


]| س (جتاس - جنا س] .دس ا (س (جاس _ خلت | -]إجاس_ خلت ). دس) 


ل | س إجاس _ جات ) + جتاس جتا۲ س 
۳ 


| + ج 
مثال جد|لو(س'-١).دس‏ 
رس افرض ق - لو(سا-١)‏ . 


دق - 2 . دس 0 
س ١_‏ 


: 
1 

| نو(رس"-) ادس = س لو( سا )|| 5 
= س لواس'-١)_]|1+‏ | . د س 


(س - ۱)۱س +۱) س - ۱ (س - ۱)۱س +۱) 
له ۲ = آ(س +۱)+ب(س -۱) 


بوضع س - :١-‏ ۲ -[(-۱+۱)+ب (-۱-۱) لله ب۔ ۱ 


بوضع س ۱: ۲ -۱+۱(1)+ب (۱-۱) له ١١‏ 
۲ 
| تنو(س"-) .دس = س لو( -۱)-[(۲ + ۱ وحتك وس 
ه هم س - ۱ س + ۱ 


آنو(س'-١)‏ ادس = س لو(س"-۱)-(]س + لواس ۰ ۱۱ - لوا س+۱ | )+ ج 


مثال أ جد | جتا( لو س) . د س 


رس 


افرض ق = جتا(لوس) دس 


دق = حل جا(لوھس] دس , س0 
| جتا | للوس) .دس - س جتا|لجوس) - | س حل جا(لوٹ] دس 


س جتا| لیوس) + [جا( لیوس) . دس 


جا(لوس) دلء دس) 


= ل جتا(لوس] د س 1 لے یں 


| جا( لوس) .دس - س جا[ لے | - [ س._ل.جتا( لو س) . د س 


س جا | ليوس] ‏ | جتا( لو س) . دس 


1[ چتا [ لوس) .دس - س جتا(لوس) ,س جا(لوس) 


| جتا | لیو س) .دس - “د چتا | لیو سا + لد جا لیو س) + ج 


5 0 
منال جد | زا س +۲۱۸۱ س ۲-۰ .دس 


O‏ ق 
۱ 


دق - ۲ دس 


؟ س ١+‏ : 


e ۱۰‏ 
سن ٣س‏ كر 
مس تاس تاج وس 1۹ 5 ع5 ۲ 
۳٣‏ ۳ 
۱۰ ۱۱ 
(۲ س ب) (۲س -1] اس 


£۵ ۳۰ 


الشکل ا جاور ٹل بياني الاقترانین ق , ھ 


له ق(")ه(") ‏ ق(ا)هرا)-, 


۳ 
هه (۰()۱۷) - (۸()/۱)- آه. دق - 
۳ 


۳ أه.دقء 14 


۱ 
1 ۲ ۲۳ 
| مثال | إذا كان | ۶ فلاس ).دس ء 1 / | ق(س).دس --۲ 
5 
فجد | (ق۱س)-س جتاس) .دس 


رس ۱ 


= 0,00 


۳ 7 
| ق(س). دس د 1 ۳ | ق(س ).دس < ۲۰ 
r‏ ۳ 
7 ۳ 7 
| ق(س).دس = | ق(س).دس + | ق(س). دس ۲-2 + ۵-2۳ 
١ ۳ 5 ۰‏ 


7 
| س جتاس ادس 


افرض و 


7 


1+ خاس ر 
مثال اذا علمت أن : | سا وله 
[ ۱ ] جد قیم الثوابت: [.ب, ج. د 
7ر ووس 
2() [1] باشتقاق الطرفين 


س س س س 
س۱ م1س هت ب هت (۳ سا ) + ب سأ ها + ها 000089" 


له سا مت ۔ ([س!+(۳ز+ب) سآ+ (۲ب + ج) س + (ج+د)) هد 
ہے ءا 
۳ + ب ع . 
۳ ب + ج = ۰ 
ج ود = ۰ 
۱ ۱ 
اوه ا و ا ذو | 
= ((۱) اف ۰ ۲)۱(۳ض + ۱(۱) هه اه ]| ۔ ((۰) اه -۰(۳) هد + ۰(۱) هت -۱هد) 


= ۲ هب + 1 


7 
| مثال ]پا كان ق فابلا للاشتقاق ۳ مت .دس = ۳ , ق (۱) - ۲ باق( !اهأ 
۲ 


ق١١)٤,‏ ق12)ء<لء فجد 


رس افرض و 
د 9 


17 ار 
| س ق (س) .د 


۱۳ 


= ۲ 1۵ ١ق(١)-٣۔۔۷‏ 
7r‏ اد 
۱ 3 7 
إذا علمت أن : | ام موی ھی دس د ادا جارس اناد 
٤‏ 


كد 
٤‏ 


؛ دم 2 ق ( س ) . دس 
> م ‏ ق(س) 
7 7 
7 ۲ 2 3 
دا ساس اش ار حا خن | ےم | جتا ؟ س . ق (س ).دس - ۶ 
9 دم 2 
جا( ) ق () - جا( )ق (2) ١۲۔٤‏ ه ق 2 ۲۸۰ 


۵ 
| مثال | إذا كان ق ( ا ۶ < ۶ ۰ 8 ۲ , ق -)(١-(‏ ۶ 
]پر | ورس سح ۲۵۱۵ و 


فجد ۳ س ق (۲-۳۲ س ) .د س 
ے۔٢‏ هم دس = 2 
د س 7 
عندماس ‏ ۲ : ص = ۲(۲-۳) ۱-2 0 عندما س = -۱ : ص = ۲-۳(-۱) - ۵ 


-۰ ۵ ۶7 ١ 
س ق (۲-۳س ).دس : ۶ |(۳-ص) ق ( ص ) . د ص‎ | 


افرض و ما اص 
دو = -دص 


1 1 
7 ٤ 
3 5 5 7۸ 
0 (4 +۱ 1811-70078 ES 


يتحرك جسيم على محور السينات بسرعة مقدارها ع رن) ‏ نآو“ 
احسب السافة الكلية التي يقطعها الجسيم في الفترة الزمنية [ ۰ ٠‏ 4] 


۵ ۔ ۵ ۵ 
| (۳-ص) ق (ص) دص 22 (إرم-ص) ق ص | - | ق اص). -دص) 


- ن 


0 
المسافة الكلية  -‏ | اناه 


0 7 7 ۱ 
.| .دن با شاف ۽ ۴(- نه اف )) ۱ 


: ۵ ۵ 
> -۵۱)آ هت + ۲( ۵ هت ده ]) -(-(۰ 


اھ ٠(٣‏ هف -ھذا) 
۵ 
= - لاه ٢+‏ وحدة مسافة 
مثال إذا كان ق قابلا للاشتقاق على ح ۰ ق( ١")‏ 2 ن> 


اک 5 پر کے 
وکان | س (س ق( س )+ ن ق (س)) .دس < ۰۲۰۸ فجد قيمة ن . 


ن-١‏ 2 5 1ن أ ن-١‏ 
| س (س ق ( س ) + ن ق (س)) . د = | س ق (س) .دس + ن | س ق ( س ) . د 


و9 0ب 


۱ ی 
. دنل جنس 
له ۲ ۷۳ 


ق ( س ).دس - ۲۰۸ 
= ۲۰۸ 


سوھ نے 120 
5 ۱ 2 7 ۱ 
إذا كان ق ١‏ س) متصلا على ]٠٠١[‏ وكان ق( ١)-؟ق(١)‏ 
۱ م ١‏ 
7 ۲ 


ر ق (س) . دس بدلالة [- .| ق (س). دس 


اس ق اسن سے سنا ق (س ) -(۲ س ق ۱س ) ؟ | ق( س) 


۱ ۱ ۱ 
ھا ق (س) .دس سا ق (س )| - ((۲ س ق(س )| ] ق( س) 


)١(( =‏ ق )١(‏ _ ۰ق (+)) - )1)1( ق(١٥)-‏ (+اقری 


بالاستعانة با جخدول ا جاور , وإذا علمت أن كلا من ق , ه قابل للاشتقاق مرتين 
۱ 


۳۶ ۰1۲ 


7 2 سے 
فج | (ه(س) - س ق (س)).دس 


7 ہے ےہ ے 
|(هدرس)_س ق (س)). دس - ه(س)-(س ق (س) -[ ق (س).دس) 
ا 7 7 ۱ ۱ 
,| (ه(س) ‏ س ق (س)).دس - (ه(س) - (س ق (س)_ ق (س))) | 

5 


۔(ھہ(١)‏ - (١ق )١-( قا-[_)١(ره(_)))١١ق -)١١(‏ - ق(-١)]]‏ - صفرا 


| مثال | إذا كان ق قابلا للاشتقاق مرتين , ق ۳)0 ›ق(°)=-۵ 7ک 


ص ١‏ 
ق (1) =۷ ق١١)-‏ 24 ق (١)--اءفجد‏ | س( ق (س) ق (س)+(ق (س))'). دس 


| س( ق (س)ق ذافن )+ [ق )س٢آ‏ .دمن | نش ق اناق رس )داس + | س [ق اسنا دس 
افرض و س ق (س) ' رمق (س) .دس 
دو ۔(س ق (س)+ ق (س)).دس 0,0 م- ق(س) 
- س ق (س) ق( سس ) | س [ق( س)) ب ق ( س )ق( س)). دس + | س (ق (س )) د س 
- سق ( س) ق( س) | ق ( س )ق( س) . د س 


5 5 د ص 
افرض صء ق (س) سه د ق (س) ے دس 


د س 


د ص 
سے 
ق ( س ) 
۳ ۳ ۲ 2 ۲ 
| ق (س )ق (س) .دس | ص ورس )ٹک _ صا (ق(س)ا 
ق(س) ۲ 


۱ 


۱ 7 
1 فو( قا وان س0[ فق اسا دنن ريسن ق بنا 19ص لولس | 


۲ 


۲ 1 7 5 7 
اہر‎ EE ۶۶09۹ 
۲ ۲ 


نستطیع أن نستخدم قاعدة التكامل بالأجزاء للحصول على بعض قواعد الاختزال 
فإذا كان الكامل على هيئة تعبير ذي أس (ن ) فان التكامل بالأجزاء يحوله إلى تكامل 
اخرذي أس أقل من ن . 


[ مثال | إذا كان گر | اليوس|*. دسءن دط :فائبت أن عن - س ليوس]"- نع ن 


هه افرض ق د [لوس|” ' 
دق = نإلوس]”. ل .دس , 
ه س 
عن دس [لوس) - [س .ن [لوس) .ا .دس 
ھ ھ س 


> س (لوس)“- ن | [لوس)* 7 دس = س (لبو س|“_ نم ن-۱ 


۱۳۵ 


سأ إلوس]".دس ن < ط ٢21۔ا‏ 
+۱ 


فاثبت أن وس ن 
بت أن عر خط لوس نے عن 


U 


دق = (ن۔؟) قا" أس قاس ظا س .دس 
دق - (ن-]) قا" س ظاس .دس 
۔ ظاس قا“ أس ‏ رن -۲)] قا" س ظا اس . 
= ظا س فا سس - رن-5)| قا" س (قاس () . د س عن 
ے ظاس قا س + رن -۲)| قا آس .هس - رن -۲)| قا س دس 
له (۱+(ن-۲))عن د ظاس فا أن + رن -۲)[ قا" 'س . دس 
لهم عن = ل قا اس ظا س + تِ نم ان 
مثال | إذا كان عن =| ظا س . د س > ن د طاءن>١:‏ 
یں“ 'س رم 


م ے جاس 

ن-۱ ن-] 
6ن جا سجس واه س . -جاس .دس 
= جت" 7 اس .جا س + (ن -۱) جتا” ê‏ _ جتاأس] . دس 8 


ن 


۱ 
ه جتا" اس چاس + (ن۵ -۱) | جتا س . دس ہے (۱-۵) | چتا شن . دس 
ا 


ن-۲ 
سه (۱+(ن-۱))عن = چ“ س .چا س + (ن -۱) | جتا س . د بس 


ات ۲ 
سه عند جتا" س .جا س پ فلا عن_, غ 
ل 


1 
ن 
e‏ س جا س . دس ن د ط ا نک 
فاثبت أن گن = ندجتاس ب ن س جا س ن (ن-ا) عن 3 
جا س .دس 
-جتاس 
ن س -جتاس.د 
4 7 ن-١‏ 
افرض و - ن س 
دو = ن(ن-١)‏ س .دس 
سے و و این س٦‏ - 
ڈجتاس بان س" 7 جاس - ن (ن -) ٤ن‏ 


تكامل اقترانات مثلثية مضروبة ببعضها أو مرفوعة لأس 
8 حساب التكامل | جاٴس جتاٴس .دس 
(1) اة الأونی : آحد الأسین م آون فردیا موجبا»! , ولنفرض أنه العده م . 
له ١-۵‏ عدد زوجي له 1-۱-۵[ باستعمال عدد طبيعي [. 
وشاع لی فك فان + چا سی جا س دسوے | چا اس اس جاس رد 
> ||جااس |أجتاس جا س . د س 
۔](١-جتا؟أس)'جتاس‏ جا س دس 
| (وتھر))! ص؛ .دض 
حيث نحصل على الصيغة الأخيرة باستخدام التعویض ص جتاس 
* وإذا كان ن عددا فرديا موجبا > ١‏ وباستخدام أسلوب مشابه مع وضع ص - جا س 


نت 
نحصل على : أجلن جما ش مسن ل | ا انس جا س چتاس . د س 
جاٴس (جتاأس|أجتاس . د س 


0 
- | جا"س (۱- چاآس || جتاس . دس 
۱ 


ص"(۱- صا)! . دص 


(ب) اخالة الثانية عندما یکون كلا العددین م و ن زوجیا موجبا . 
نستخدم في هذه اخالة التطابقتین : 
چتااس ‏ + (۱ + جتا آس ) و ۱ جتا آس) 
من أجل تنقیص آس کل من اقتراني ا جیب والجتا . ونکرر هذه العملية |ذا احتجنا إلى ذلك 
إلى أن نصل إلى صيغة يمكن تکاملها بالقواعد التوفرة لدینا . 
01 حساب التکامل | ظا اس قاس . د س 
کشت قا شن د ق“ اشقا شس 
استخدم التطابقة قاس ظااأس +۱ 
افرض ص - ظا س 
ه. - 7 
اكتب کل س قاٴس ۔ ظا" س ق ” اس ظا س قا س 
استخدم التطابقة ظا س« قا س -۱ 
افرض ص = قا س 


80 5 7 ۲ سر 
وبنفس الطريقة وباستخدام التطابقة ١‏ + ظتاس - قتا س نحسب التکامل | ظتا ' س قثا س . دس 
۱۳ 


مثال | جد | جا س چتاس .دس 
(اغل) في هذا المثال ٤-٥‏ , ن -ه 


٤ 7 1 ۵ 1‏ 
]جا شن چا عن دس > | جا س جتا س.جتا س . د س ا س _١(‏ جا'س)' جتا س . د س 
افرض ص - جا س 
د ص دص 


= جتا هت زد = 
د س ۲ جتاس 


ت = إ(ص؛_اضاو ص ] .دص 


١ 5 


۵ ۷ ۹ 
جس سل جاس+ چااس + ج 


(اخل) في هذاالمثال م۔۳ , ن۔ہ 


۵ ۵ 
اجا س کا عن بی اکا فی اس چ فود < ](۱- جتاس ) جا س جتا س . د س 


رس في هذاالمثال م .۰ , نء۷ 


اجتااس .دس -] جتااس چتاس .دس »| (۱- جالس)" جتا س . د س 


1 
ایض | عماس ا 5 ١(|‏ -۳صۂ۱ ٣+‏ ص _ صأ). دص 
جتا س 


دص _ ص' + ل صۂ - لآ ص + ج 


(اخل) في هذا المثال م -4 , ۲-۵ 
۲ ۲ ۲ ۲ 
009 -[(جا س) (جتا س ). د س 


| [١١-جتااس)‏ ا( (۱+ جتا آس )) .دس 


(١-جتاءس]'(١+‏ جتااآس).د 


5 
(۱- چتا ٢س‏ - | (۱+ جتاء س))+ جتا ؟ س). د س 


١ 

0 

= ل | (۱- جتا ۲ س جا سے گا اس ]ہدس 
۸ 

١ 

۳ 


[جتا ۲ س . د س - | جتا ؟ س جتا؟ س ادس - | (۱-جا"۲ س| جتا] س . دس 


۱ 
5 - ۲(جتاس)" + ج 


رس في هذا المثال ۵ .۵ »ند4 


| ظاٴس قااس . دس | ظاٴس قا'س قاأس .دس [ ظاٴس (ظااً س ١+‏ قاأس .د 


۳ 7 د ۳ 
افرض ص- ظاس ےھ ا ۔ قاس ہے دس ۔ سے 
قاس 


ص“ (ص" )١+‏ قاأس. اسر و || ص۷ + ص | دص ۔ 
قاس 


720ا ۱9 
راخل) في هذا المثال ٩۰۵‏ , ن-۲ 


| ظاٴس قا س .دس ۓے | ظا؛س قاس ظا س قا س . د س 
۲ 
= |( قاس -۱)" قاس ظا س قا س.دس 
5 5 دص . د ص 
افرض ص - قاس له 2 قاس ظاس هه دس - سس 
قاس ظاس 
قاس ظاس 


۲ ۱ 


۵٥ e‏ و 
لا صا _ ل ص“ ۽ ل ص اہ ج سو قا س لقنا سن ٠‏ قا س چ ج 
۷ ۵ ۳ ۷ ۵ ۳ 


مثال جد | قا س .داس 
رس في هذاالمثال م۰ , ندا 


| قا" س . دس = | قاس قاأس . د س -0] 


0 2 د را 
افرض ص = ظاس مهم اع قاش هم دس د 


f 
(ص"+۱) قا س. - - |( ص + ۲ صا +۱) دص‎ | 


جد |(ظاس)۲ قااس . دس 


۲ کو ہو ۳ ۲ 
۱ = |( ۶۶ 
رس في هن اكثان م کچ 


عد ا دز[ 
ا(ظاس)؟ قااس . دس - |(ظاس)؟ قاأس قاس .دس 
۳ 
1« سا 7۳ 
- ) (ظاس)' (ظا س + )١‏ قاس .دس 
افرض ص = ظا س طكت 


is 
قاس بح دس ۔ د ص‎ = : ۳ 


قا س 
3 
۰ 
]ضا (ص"+۱) قراس 
7 
۵ قاس 


7 ہے ۳ ۳ 
+ > صا + ج کک (ظا س)؟ ہا (ظاس)؟ + ج 


المعادلات التفاضلية 


المعادلة التفاضلية : هي معادلة ختوي على مشتقات أو تفاضلات . 


| تعریف | حل العادلة التفاضلية : ایجاد علاقة تربط بين التفیرات بحیث ۷ ختوي هذه 
العلاقة علی مشتقات أو تفاضلات علی آن خقق هذه العلاقة العادلة 
التفاضلية والشروط الفروضة علیها. 


و یکون ا حل : عاما« إذا احتوی ثوابتا « ج » . و خاصا « |ذا لم یحتو ثوابتا «ج ». 


العادلة التفاضلية القابلة للفصل 

[تعريف) : المعادلة التفاضلية التي يمكن كتابتها على الصورة ه رص) 00 - ل ( س) 
تسمى معادلة تفاضلية قابلة للفصل . وخل هذه المعادلة بفصل كل متغیر مع تفاضلته 
فتصبح المعادلة على الصورة: ه رص). دص د ل (س).دس 

وبعد ذلك يكامل الطرفين الأيسر والأمن , وبالرموز | ه رص,. دص | ل رس). د 


ہے لوا. +۱ - لوا.-۱۱+ ج ہے ج 
مب 


.. لو|اص ب۱] -لواس - | 
هف هف 

| ص + ا| داس -۱| م صب+اد س ١‏ أو ص ها ۱-س 

له ص ‏ س ۲ ص ‏ _ س 


مرفوض « لا یحقق الشرط الابتدائي » 
ص ‏ س 


| مثال | ال حل ا خاص للمعادلة التفاضلية : “م حقاس:ہ چا 
| مثال | جد اغل اص د ية: 27 + ص جتا س س 


الذي يحقة الشرط: صد ۳ عندما س = ٠‏ « ا كتبالجواب على الصورة ص = ق (س ) > 


رس ند + ص جتاس = جتاس ہے "لد = جتاس ‏ ص جتاس 
دس دس 

د 
ہے اگ - جتاس -١(‏ ص) کت 2 = جتاس .دس 
دس (١‏ اص 


ا = | جتا س. د س لهم لوا ص| - -جاس ہج 
-- ص هف 


ص۔٣‏ عندما س ٠.-‏ ه لو|۱ ۱۳ - -جا بج ہے ج -لو۲ 
هف شب 


(-جاس + لو۲) - جا س 


۰ لو |۱- ص| --جاس + لوا هه |۱ ۱-صاء ه = ۲ ہہ 
هب ه 
- جاس - چاس 
(١‏ صع آ هب ے ص ١‏ آ هت مرفوض « لا يحقق الشرط الابتدائي » 
- جا س ۔جاس 
۱ص = آها هم ص ۱+ آه 


جد الحل ا خاص للمعادلة التفاضلية : بت ۔ | اس صا , حيث س > ٠‏ ,ص > ٠‏ 


الذي يحقق الشرط : ص٠٢٢‏ عندما س د ١‏ «اكتب الجواب على الصورة ص - ق (س)» 


جد الل العام للمعادلة التفاضلية : 


« اکتب الجواب على الصورة ص = ق ( س ) » 


ای ره بر ان دص _ 
جد الحل الخاص للمعادلة التفاضلية : (س' +۱) 22 ۔ س ص 
الذي يحقق الشرط : ص - ۲ عندما س - . « اكتب الجواب على الصورة ص = ق ( س) » 


ل لو (س؟+١)‏ ۲ ۲ 
اص[ ع لب ليو +٭ لے ۲٠٢۶‏ )اص۱ 
ص - ا أو ص = - ۲ ,ررس" + ١‏ مرفوض لا يحقق الشرط الابتدائي 


ہت ص ص 
+4 سه 


3 1 فا ڑے 1 د 
جد الحل ا خاص للمعادلة التفاضلية : كن 


الذي یحقق الشرط : ص = ١‏ عندما س - ۱ 220ھ ص* ق ( س )* 


س ۔ - ص س 
(اخل) دص و ہہ ساود ہے اب اه س') 
دس 


للمعادلة التفاضلیة : سا ص = رس +٤)ص'‏ 
يحقق الشرط : ص- ۱ عندما س ١‏ (اكتبالجواب على الصورة ص = ق ( س) ) 


= (س'+٤ؤسص٢).‏ د س 


۲ + س ]سا 


جد الحل العام للمعادلة التفاضلية : ۲ ظاص - بے قاس - . 


ص 2 ب ۳ 
له | ھ“ .دص = | ظاس قاس . د س وھ قاس چ ج 


ص - لو( قاس + ج) 


مثال | جد الحل الخاص للمعادلة التفاضلية : س . د ص - ص لو ص .د س 


الذي يحقق الشرط : ص = ه عندما س = ؟ (اکتب الجواب على الصورة ص - ق ( س) ) 
١‏ 


دس د س 
= س = 


لوص س 
ه 


= لواس| + ج 
هف 


ا ۓ توا #ادج ہے ووا 
هف ف 


جد الحل العام للمعادلة التفاضلية : ۲ جاأس .دص + صا . د س = ۲ . د ص 
( اکتب الجواب على الصورة ص = ق ( س) ) 
(الخل) ]جاأس . دص -۲ .دص = - صأ . د س 


۲ 5-5 ۲ 
له ۲.دص(جاس )١‏ - اص .دس 


۳ 
م س ص 
| مثال | جد الحل الخاص للمعادلة التفاضلية : ص - لتك 


: قة الك حا دما ۱1+ سنآ 
الذي د ۳ ہے رڈ ہو وہ ( اكتب الجواب على الصورة ص - ق ( س) ) 


سه ھص' .دص ۔ گے .دس 


[۱+س؟ 


' يكامل بالتعویض 


دع 


5 ۲ 
افرض ع [ا+دس؟ له ''۔ا+س؛؟' له 00 


جد اخل العام للمعادلة التفاضلية: دض 


جد اخل الخاص للمعادلة التفاضلیة : س ص ص = لوس , س >.۰ 
هف 
الذي یحقق الشرط : ص = ۲ عندما س ١‏ (اكتبالجواب على الصورة ص - ق (س) ) 


جد قيمة ج: ص- ۲ عندما س = 2١‏ لها (۲۔(ئوا)'+جہ ہے جع 


صا - (لسو س) +ع 


| الو س)آ+ء ص 2000 


8+0 یھ - س مص- س 


( اکتب الجواب على الصورة ص = ق ( س) ) 


یں 22ے (اع+م“)(ص'١)‏ 
| مثال | جد الحل العام للمعادلة التفاضلية : لك ۔ (۱+ھ ) 


۔_ س 
55 لے -|ا+ه ادس 
- ۱+ ه ات تس | 


ص - 
"2 


د ص 
اس 
1 5 أ ( ص +۱)+ب (ص ١ ١‏ ) 
لسلس — + ۰ = 
(ص-١)ر(ص+١)‏ ا ص-اا ا صءا رص -١)(رص+١)‏ 
هم ۱ آ(ص +۱)+ب (ص -۱) 


بوضع ص = - ۱ : ۱( ۱+۰۱)+ب (۱۰۱۰) 


بوضع ص ۶ ۱: ۱+۱(۶۱)+ب (۱-۱) 


دص 
اہ جح 


1 

۱ ۱ جا ۲ 5 

| مثال | إذا كان ہے اد سے فأوجد العلاقة بين س و ص علما بأن : 
١_جا‏ اس 


بو دح . د س 


2 
جتا ۲ س 
72 ۳ 1 7 ۲ 
بيب ظاص - ل ظا]س + ج 
۱ 


7 
E‏ كلا ار | پش يده يعر 
۶ ۲ لف ۲ 


7 
مثال | إذا كان ”كد “ا سالك فأوجد العلاقة بین س و ص علما بأن : 
د سن 
جتا ۲ ص 


ص -7 عندما ہی 


رس جتااً؟ ص .دص - جاأس . د س 
مهم + (۱+ جتاعص) .دص 2 2 (۱-جتا آس) .دس 
له إ(١۱+جتا٤ص)‏ .دص = |(١-_جتااآس)‏ .دس 


سس ص بل چا عوص ‏ س - ل جا ؟ س + ج 


منحنی ميل الماس له عند أي نقطة ( س ؛ ص) عليه يساوي ص +۱ 
آوجد معادلته |ذا علم أنه پر بالنقطة (۶۰۱) ٣]‏ س -۲ 
7 دص لاص ووے ان 
a ~~ =‏ = 
باس -۲ ١]‏ ص ١+‏ رأ۲س -۲ 
5 


۱ 


سے | مدع لس :ذس 


۱ 
سه (۲ص + )١‏ ا (۲س -آ + ج 20 +,+پ7 ۷ 


۲ ۷ 
المنحنى يمرب (۶۰۱) سه | )+= 0 ++ سے ج هب 
3 م٢‏ ص + ۱ Rl‏ + 


| مثال | إذا كان ميل المماس لمنحنى علاقة عند النقطة ( س؛ ص) يساوي س هگ فجد 
قاعدة العلاقة علما بأن النقطة (۰,۲) تقع على منحناها . 


ص : : 
= س ھ ہے وگ .دص - س . د س سه | وگ . دص = | س . د س 


(Fs 
١ سه ها اوج سے جاع‎ ).,۲( 


١ 
7 مثا‎ 
إذا كان ق كثير حدود من الدرجة الثانية , وكان ق (۱) = ۳ ق (س) . دس = ر‎ 
۳ 


2 
0 ق (س) .دس - ۱۵ ۰ فجد قاعدة الاقتران ق . 


رس افرض ق (س) - أ سأ + باس + ج 
٦‏ 7 ۱ ۱ 
٠‏ فى (س) .دس < ۱ 4 ق (س) ۱ .۱ له ف )١(‏ - و (۰) < ۱ 


ہے (أ+ب + ج) _ ج ے نه 5( 1 ) 
۳ ۳ 


7 ۳ 
| ق (س) .دس = ۱۵ ه ق (س) ۱ < هاي ق (۲) - ق (۰۱) 2 ۱۵ 


ہے ]٩(‏ +۲ ب + جد)_ ج 
بحل النظام الکون من (۱) , (۲) 
ق (۱٢١٢(۱)'۔-‏ (۱)+ ج ۳ ۳9 


ےہ 


إذا كان 5000000 ق (۱)- ۶ 01 
فجد قاعدة الاقتران ق . 
e 7‏ وسو ددعل اضر میس 
و اع سے کم 
ق (س) | ق“(س) .دس -[ 1 .دس 
لکن ق(١)42:‏ ه1()+ج, عم ی د ] 
۰ ق (س) - ٦س‏ عم 
ق سند ]| ق سا دس -|[1س -_]). دس 3 ۳سآ اس + جم 


لکن ق ۰۱)-۳ سے ۰(۲-۲۰(۳) + جر هد ۳ ہے کس م 


'. ق ( س)- ۳س۲ -۲س +۳ 


إذا كان 8"( س) 27 ق ( س) فجد قاعدة الاقتران ق علمابأن: ق ۱۰۱۰۱ 
ق ( س ) 


ہے لوا ق ( س )| - ٤‏ س + کت 


دس | - .دس 


5 اع + جح 


دص ٠‏ وكانت ص = ۱۰ عندما س ٠-‏ 2 
دس 


ص - ١‏ عندما س٠٢‏ , فجد: | ]١‏ قيمة الثابت [۔ 


قيمة ص عندما س = ۱۰ . 
رس دص وص 


هم دص -[.دس بت | 
دس ص 

له لواص|- -[سب+ جم 
مه 


- أ س+ جم 
له | ص| - ه 


ت ۲ن ١‏ ۵/۵" . (ن بالثواني) وکانت ف ۵۱ و ع۲۴ ۵/ث عندما ن ۰ 


جد: 5 سرعة و موضع الجسيم عندما ن = 1 ثوان . 
المسافة الكلية التي يقطعها الجسيم في الفترة الزمنية [ 0١0‏ 1] . 


الموضع الابتدائي 0 

نقطة ج 

رس محور الحركة حل ہب ہے 
ام 


ع(ن) | ت(ن).دن | (۴ن -۱).دن هنا نپ جم الاقاءالوجب الاجاهالسالب 
لکن غع(٠)‏ ۔ ۲ له (١)'۔(.)+جصہت+ ‏ ے جردا 


*. € (ن) = نآ ن ٢+‏ 
فرن)-أع(ن).دن |( قاس ]ادن ج ا نا ہد + جم 
۳ 
۳ مهد ()۲- 3 (۰) +۲ (۰)+ ج ١١‏ وه جما 


لکن ف(۰) 
۳ 


*. و ن" لبان + ر 
.و 


ع ٤()۔(٦)'-‏ جع P/ث‏ 
و ف(1) ۱۱۱ سح ۱۱ +1 (1)+ رع ۱۷م 
۳ ۲ 
١ [‏ ] السافة الكلية التي بقطعها الجسيم في الفترة الزمنية [1,۰] 
1 1 1 
= | |ع(ن)| .دن ۳ | ن؟-ن+۲۳|.دن = | (۵-ن +۲).دن 


۱ 
Te 1 999۳۷‏ علوم ۶ زد 
۳ ا : ۳ ۲ ۳ 1 


= ۵11 
یتحرك جسیم على خط مستقیم فإذا کان تسارعه اللحظي يعطى بالعلاقة 
ت = 1( ن -۱)(ن ٢+‏ ) سم/ ن؟ , إذا علمت أن سرعة ا جسیم الابتدائية تساوي 
۰ سم/ن وأن ف - ۰ عندمان = ۰ 
فجد : سرعة و موضع اخسیم عندمان = (۲) ثانية . الوضع الابتدانی 
سے نقطة الرجع 


رس ت (ن) ۱+۵۱ ن ۱۲ سک 

۲ حم لم 

ع( ن )=| ت(ن) .دن ء]|(1ن'أ+آن-؟١]).دن‏ الاجاه الوجب الاجاه السالب 
۲ ن +۳ نا ۱۴ن + جر 

لکن ع(۰) ٤٠‏ سے ۲(١)'+۶(١)؟-۰(۲)+جے‏ < هه ج ۲ 

۲۰+ ع(ن) ۲ ن +۳ ن ]زان‎ ٠ 


ف(ن) = | ع۱ن).دن = |( ۲ ن +۳ ن ۱۲ن ۲٢۰+‏ دن = ن + ن" 1نا + ١۲ن‏ + جم 


لکن ف(۰) = ۰ ہے 0 +0010 0ج ک٠‏ ه جمد 


ف(ن) = ل ن + ن" ناب ۲۰ ن 


٭ (E‏ =( +( )+۰ - ۲ سمش 


ع ف(۲) - ۳۱۲۱+ ۲)۲(۱-۱۲۱+ ۲۲۰۱۲۱۲۰ سم 


يقد خیم على خط منکیم مت آوس عو € کر دة وة 
مع الزمن ن دقيقة بالعلاقة:ع - 2ل . فاذا کان الجسيم عند بدء قياس الزمن 
ن+۹ 
یبعد ۲ أمتار عن مین نقطة ثابتة (و) . فأوجد بعده عن النقطة (و) عندمان = 
(۳ ) دقائق . 


ری فزن اس | )۵(٤‏ ۔دن و - 
|ن'+۹ 
افرض ص نا +4 له صا = ن'+۹ سم اص لكان رجح 
۱ ن دن | یی ۳ دص ۔ ص ہج = ن + ٩‏ + ج 


آن'+۹ ص 

ن 0 

لکن ف(۰) = ۲ له أ(. ٩+)‏ وإجاء! سه جد 

+ ف(ن) ناه 

یه ف(۲) دل هاو م 

مثال | انطلق جسم في خط مستقيم من النقطة أ فإذا كانت سرعته ع 6/ ث 

1 . 5 
تعطم قمع - | ۳ ۰ ۲2۷۵2۰۰ , ن:الزمن (بالثهاني) 

۲-1 ۲ن ھ۸ 

فجد إزاحة الجسم في الفترة الزمنية [ ۰, ۵ ] 


۵ ۲ 


رس الإزاحة >| (E‏ .دن = .| ٣ن‏ وا او نون 
1 


. دن 


0 
P Fo = ۱۳۲-۲۵ - ))۵(- )۵(۱٦( +۰(-')۲( ن" | +لددن - )| ے‎ : 


یتحرك جسیم على طول خط مستقیم بتسارع ثابت قدره ۲ ۲۵/۵ ؛ 
آوجد السرعة الابتدائية للجسیم (ع.) حيث , > ۰۰ علما بأن السافة التي یقطعها 
ا جسیم في آول ثانیتین من بدء الحركة تساوي ۱۰ م. 
تم عرن) .| ترن) .دن د[ دفن ۲ نوج 


عتذها ن ذ ١م‏ ع دع أي ج دع له ع۶(ن)۲۰ن+ع, 


۲ ۲ 
لکن || غ( :دن د ۱۰ ه | ۳٣|‏ ن+ع ]| .دن ٠١١‏ 
. ۲ 


: 
7 سسکپ> بط هال نا + ذ)| : 


ہے ) E+)‏ )سل رز و (( مهد ف 2 
۲ ۲ 


| مثال | من السکون وابتداء من نقطة الأصل يتحرك الجسيمان أ ب على محور السينات 
فإذا کان تسارع ا جسیم أ يعطى بالعلاقة : ٿا ٣- ٦‏ سم/۲۵, وتسارع الجسيم ب 
يعطى بالعلاقة : تب = ۸-۵۱۲ سم/ ث' , حيث ن الزمن بالثواني .جد بعد كل منهما 
عن الاخر عندما ن ٤٤‏ ثوان . 
رض) هع (ن) ۔ | ت ,(ن) “دان |(۵۱ ے۴ )دنب ۲-۵۳ ن جم 
لکن ۱,۵ 2( ۴ک و ار تس تھ چ ے٭ 
DE‏ 9 بو | لسن ]ربص نا ن + جم 


ه 


لكن ف ۰ سس ری 


ف - ن'- دا هوف Os‏ دة 


عي فاا 293:100 اوا کن تا ےو مؤت 
لکن عي (۰) ۰ ۰(۸۵-۲)۰(۶)+شر ٠=‏ ہے ثر ده 
في (ن ) | عي (ن )ن ءم(ء ن" - ۸ ن). دن ن ٤‏ نا+ ثم 


5 ۲ 
لکن کے( ےا( 3(8 بان سای هم شو و 
کا و ےو ون فش ۱۱۱ 3 18۴ سس 


في  )£(‏ ف](2) = ۶۰-۱۹۲ = ۱۵۲ سم . 
؟ ثانية ج ن 2 1 ثانية تعطى سرعته حسب العلاقة : ع قدم/ث؛ حیث ع ۰ 


ت مقاسة ب قدم/ث". إذا علمت أن ع = 1 قدم/ث عندمان - ۲ ثانية . جد تسارع 


الجسيم عندما ن - ٣‏ ثوان . 
(اخل» ع ت ۔٤‏ و ع که ع .دع ۶ .دن 


1 
ہے | ع .دع -|و.دن مه گ ون + ج 


')٦() 
٠۰ ج ے ج ے‎ + )۲(۶ = 


لکن ع =1 عندما ۲-۵ 
25 ۲ 
ہے دہ ار و جه عع 0۸+ ب لسع -إمن+ .)م 


عندمان ۔۳: ع = [۳(۸)+۲۰ ٣٣‏ قدم/ث 


لے سل ف 


۲۲ ۲۷۲ 6 


+£ 


عندمان = صفرا . 


سم/ ث 


هم #+ف .دف 0.دن حم |[ غ دقن | دة 


ء ۲ 
له ۶ ف + شا - وناج 
۲ 


5 
و(ہ)+ لھا = ۰(۸) + ج له جد 


7+08 7 4ص یو“ ص0 
0 


)۱۲۵ -( )۱( 1E} ۸- 


۲ 
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تد لأف قدم/ ۵ ۰ حيث ف موقع ا جسیم بالنسبة للنقطة (و) . إذا علمت أن 


ف = 


ف - ۲ قدم عندما ع ۔٤‏ قدم/ث. فجد ف عندما ع ۰. 


ع 


تفت | رع | ۰ف .دف حم ات رم یت 


ع ٣(۵‏ )ج ہے ج = ١١‏ 


5 


تام ۵۶ > ۰ حیث ع مقاسة ب ۵/۵ . إذا علمت أن موضع الجسيم 
ف = ۲1۱۰ م عندمان ٤٤‏ ثوان . فجد موضع الجسيم عندما ن - ( ١‏ ) ثانية . 


دگ ل 
دش ۔ 


سفق مھ ]6 .85 |38 


عن ے ع الارن 
ع ‏ دف م۲ إن مه دف -۲۷آن.دن مه ادف ۲۷ | ن؟ .دن 
دن 


وه بل و داج کن او لک 


عر سی ی 
۳ 


تكون سرعة الصوت في الهواء عند درجة حرارة ۲۷۳ كلفن مساویة 


۷ قدم / ث لكنها تزداد بازدياد درجة الحرارة . أظهرت التجارب أن معدل التغير فی 
: دع ۱۰۸۷ بيعم 
سرعة الصوت في الهواء بالنسبة لدرجة الحرارة هو: س 2 


دح ۲ ۲۷۳۷ 


جدع بدلالة © 


لکن ٤‏ = ۱۰۸۷ عندما ع ۔ ۲۷۳ له ۱۰۸۷ = 


۳ 


| مثال | خزان ماء فارغ سعته ۵ , ١,‏ م" يصب فيه الاء تدریجیا معدل (ن +۲) ۱۲۵ دقبقة 


حيث ن الزمن بالدقيقة . أوجد الزمن اللازم لامتلاء الخزان . 
دح 


= ن ٢۴‏ 
دن 


مه رح 


= ن +۲ . د سے |د ح = ]إن +۲). د 
نك 


عند امتلاء الخزان ح > ۵ , ۲۲ 
۲ 
710 ج70 هه نآ ون - 9٤ے‏ له (ن +٩)(ن-۵‏ 


= ۵ دقائق الزمن اللازم لامتلاء الخزان . 


مثال | إذا كان معدل التغير خت تأثير اخرارة في مساحة صفيحة م من المعدن بالنسبة 


للزمن يتعين بالعلاقة: “1 - ۰,۰۱۵ نأ + ۰۲,.ن حيث م المساحة بالتر للریع , 
دان 
ن الزمن بالدقيقة . فأوجد مساحة الصفيحة قبل بدء التسخين مباشرة إذا علم أن : 


م = ۹۰ مترا مربعا عندما ن = ٠١‏ دقائق. 


وك قر كا اده 


مساحة الصفيحة قبل بدء التسخين مباشرة (أي م عندمان - ۰) 
ار سے (0) + )۰,۰ (۰آم ۸٤ - ۸٤‏ مترا مربعا. 
| مثال | في جربة ما كان معدل التغير في حجم كمية من الغاز ح ( مقدرة بالتر الکعب ) 
بالنسبة للضفط الواقع عليه ض ( مقدرة بالنیوتن / متر مربع ) یعطی بالعلاقة : 


0 


۱ 7 1 ۲ 
۔ ١(أثابت)‏ وكان ح - 7۴۱۲ عندما ض - ل نيوتن | مآ < N=‏ 


نيوتن | م . فأوجد العلاقة بین ح وض . 


7 .دض هداوج ۳ 


ا 
ضا 


7 


.دض a‏ جاک 
ض 


ےے © کے جوف له ۱ء ۲ 1+جہ...(١)‏ 
۱ 


بحل العادلتین (١)و(٢) ‏ ےی 


ا 7 0ت م 


تو ابرا حسب العلاقد : 2 لو ۰2۰ حبك ت عدد البکتیرا ‏ 


دن 
ن : الزمن بالساعات ؛ إذا كان عددها بعد ساعة واحدة يساوي ٠٠٤‏ , فجد عددها بعد 


ثلاث ساعات ونصف . 


O 


دں 


۲ 


ات 


= لوغ ٠‏ ت هه .دت = لو٤‏ . د ن سه ]| ل .دت = لو٤‏ | دن 


۱0۷ 


ت ۳۵ ۷ 
| - ۶۱۱۰۰) = .1)1( = ۱۲۸۰۰ 
ن - ۳,۵ 
بفرض أن تعداد سکان العالم کان ٤,۵‏ ملیار في عام ۱۹۸۰ء وأنه یزداد حسب 
العلاقة : .هت - 4..,. لوا 6۰ , حیث ع : عدد سکان العالم باللیارات , ن : الزمن 
دن ه 
بالأعوام . كم یصبح تعداد سكان العالم عام ۲۰۳۰ ؟ 
رس کے ماو لوا مغ س ادع د٤‏ لو .دن نكامل الطرفين 
5 ف هب 


دں 


(۵۰) ۲ 
= 4,۵ ( ۲ ) = ۱۸ مليارا. 


في الأسابيع الأولى منذ الولادة تزداد كتلة المولود مرور الزمن وفق العلاقة : 
دك ٠,١‏ إك , حيث ك كتلة الولود ( كغ ) بعد ن( آسبوع ) منذ الولادة. بفرض 
دا ن 
أن مولودا کتلته عند الولادة ۳,۲۶ كغ . جد كتلة هذا الولود بعد أسبوعين منذ ولادته . 


8 
EO‏ .دن مه | دك -|۲,: ادن سے كا بذك =| ادن 


لهاك ,۰ ن + ج ه مك ,۰ن + ج 
لکن لك = ۳,۲۶ عندما ن =. 

لله ۲,۲۷۲ ۔] ۲ (.)+وجہ ‏ له ج دا 

e 3‏ ۳ ,و 8 5 ۲ 
.< لك ار ۳٣+۵‏ ك = (۰,۱ ۵+ ۱,۸) 


(۲(,۱)+ 0,۸ -:ء كفم 


رہ سر N RG‏ مھت 

يعطى وفق العلاقة: 22 - -٤ونق؟ء‏ حيث ح : حجم النيزك ( بالتر الکعب ), ن : الزمن 
دن 
(بالدقائق) » نق : نصف قطرالنيزك (بالتر) . إذا علمت أن نق = ٤‏ م عندمان = صفرا . 
جد [1] العلاقة بين نق و ن. 
نق عندمان - (1 ) دقيقة . 
٣[ 7‏ نقا دک) رنق؟ دنق 
دن دن 


نق۲ £ نق؟ دنق 
دن 


له 4¿ = (.)بج له جہ.۔٤‏ 


. نق =£ ان 


خزان ماء اسطواني الشكل مليء بال ماء ارتفاعه ١1‏ قدما وطول قطر قاعدته 
0 أقدام یتسرب منه الماع نتيجة لوجود ثقب في قاعه فينخفض ارتفاع الاء فيه وفق 


العلاقة : دل ‏ -۲ إل , حيث ل ارتفاع الماء ( بالأقدام ), ن الزمن ( بالساعات ) . 
دن 
الزمن اللازم حتى يفرغ الماء من ا خزان . 


١ 
ج . .ده جو ۔ جح یال ال | -].دن‎ 
ل‎ 


١ 
ال'--]إن+ ج م )ل ع-]ا ندج‎ 
عندما ن-. له 1(۲( هبو جا هھ جد‎ ١1- لکن ل‎ 
۲ 
ال عحونجم ہے ل -(-ن+ء)‎ 
آقدام‎ ۹ ء؟)٤+۱-(۔‎ |" 
: ن۱‎ 
قدم! حجم الماء في الخزان بعد‎ 7۵,۲۵ = )٩(۲۱۲,۵( T= ع ني‎ 
. ا ساعة من تسربه‎ 
۲ ۱ 7 
. ه یفرغ الماء من الخزان عندما ل = صفرا اه .۔(-ن+1)' ہے ن٤ ساعات‎ 


الزمن اللازم حتى يفرغ 
الماع من ا نزان ۔ 


مثال | الة صناعية قيمتها عند الشراء (۲۵۰۰) دينار وكانت قيمتها تتناقص بمرور 
الزمن وفق العلاقة شك -..و رن ا ' حيث ق قيمة الالة بعد ن سنة من شرائها, 
احسب قيمة هذه الالة بعد (۳) سنوات من شرائها . 

7 سے در زوه زو سه اوق عت سب زش تا دن 


ق = ۵۰۰ (ن+1) أاج 2 ق = 0.۰ + ج 


ن +۱ 
ے۲۵۰۰ عندما لن ع. 


0.۰ کا + ج ےھ جہ۔ . 


۰ - ۲۱۲۵ دينار (قيمة الالة بعد ۲ سنوات من شرائها) 


إذا کان طول رضیع عند الولادة ( ۲۲ ) انشا , فاحسب طوله بعد آسبوعین منذ الولادة 


« آوجد الجواب لأقرب انش» 


رس ذل هد ۲۵۰۰۰ (۵۰+ن) و و 1 دل -[ ۲۵۰۰ ۵۰+ ۵) ادن 


له ل۔-۵۰۰؟۲ (۵۰ + ن) + ج و ل ت وت 


۰ + ن 


لکن ل = ۲۲ عندمان -. 


۲ب ج سه ج ۷۲ 


. الجواب لأقرب انش‎ ٤ 


تذكر التمثيل البيانى للاقترانات الاتية : 


۱1 


١ ۵‏ عتمادا على رسم منحنو الافتران ق ذ نستخدم التحویلات ا لهند سية لرسم منحنيات 
أخرى . 

]١[‏ التحويل ص - ق (س) + ج 2 ج>. 

+ منحنى الاقتران ص - ق (س) + ج هو انسحاب لمنحنى الاقتران ص - ق (س) مقدار 

ج وحدة إلى الأعلى . 

٭ منحنى الاقتران ص = ق (س) ‏ ج هو انسحاب لمنحنى الاقتران ص = ق (س) بمقدار 

ج وحدة إلى الأسفل . 


تہ رس ورم ويم 


| ۲ ] التحويل ص = قرس + جہ) ۰ جہ>٠‏ 

» منحنى الاقتران ص = ق (س + ج) هو انسحاب لنحنی الاقتران ص - ق (س) مقدار 
ج وحدة إلى اليسار. 

٭ منحنی الاقتران ص = ق (س _ ج) هو انسحاب لنحنی الاقتران ص - ق (س) مقدار 
ج وحدة إلى اليمين . 


ارسم منحنى كل من : ه (س) - (س -])! , ثم (س) = (س + )٢‏ 


م رس) = (س + ۲)" 


| ۲ ] التحویل ص -- ق (س) 


۰ منحنی الاقتران - ق (س) هو انعکاس لنحنی ق ( س ) في محور السینات . 


[ £ ] التحويل ص = ق (- س) 


٭ منحنی آلاقتران ق (- س ) هو انعکاس لنحنی ق ( س ) في محور الصادات . 


ارسم منحنی كل من : ه(س) - .|- س , م (س) = - ]اس 


[ ۵] التحویل ص - أ ق (س) , > ۰ 

. منحنی الاقتران أ ق (س) , ٠>‏ هو تکبیر لنحنی ق (س) باخاه رأسي ومبتعدا عن 
محور السینات ومعامل مقداره أ , |ذا كانت أ > ۱. وتصغیر بشکل رأسي ومقتربا من 
محور السینات ومعامل مقداره آ, إذا كانت <٠‏ أ ١<‏ 

| مثال | 5-9 سے 7 ی٢‏ ...7 
ارسم منحنی کل من : ق (س) - سا , ه(س) - ۲ س'؛ م (س) = س 
على نفس الستوی الديكارتي . 


تذكر: 
.[1] يكون تلاقتران مقطع سيني عند جإذا کان ق (ک]>صفرا: 
يكون للاقتران مقطع صادي عند ج إذا كان ق (۰)< ج. 
معادلة محور السينات هي : ص - . و معادلة محور الصادات هي :س - . 
| کا لإيجاد نقط تقاطع الاقترانین ق ١س‏ )؛ ھ-1س) إن أمكن , نضع ق (س ) - ه (س): 


مثل الاقتران ص - 4 | س - | بيانيا. 
ص 


ص = |س |٣‏ 


۲٢ 


مثل الاقتران ص - "| ؟ ‏ س بيانيا. 


مثال | مثل الاقتران ص - س؟- ٤‏ س + ۵ بيانيا. 


رس بإكمال المربع في س . 
ص = ( سآ ع س + ) -غ + ۵ له ص =( س ۔٢۲)؟+١‏ 
ص 


ص = (س -۲) + ۱ 


آولا : حساب مساحة منطقة محصورة بين منحنی اقتران ومحور السينات . 


إذا كان ق اقترانا قابلا للتکامل في الفترة [1ء ب] , فان مساحة المنطقة (م) 
احدودة بمنحنى ق ومحور السینات في [ أ»ب] تعطی بالقاعدة : م ۳ | ق (س)| . د س 
- لایجاد مساحة النطقة اگدودة بين منحنی الاقتران ق ومحور السبنات في [ ]»ب ] 
اتبع الخطوات الاتية : 
۱ جد آصفار الاقتران ق ( إن وجدت ) واهمل الأصفار خارج الفترة [ أ»ب] . 
آ_ عین على خط الأعداد العددین أ وب وما بینهما من آصفار الاقتران ق . 
۳_ ابحث إشارة ق في [ أ»ب] 
بين کل عددین في الخطوة (۲ ) عوض عددا یقع بينهما في قاعدة الاقتران ق . فتکون 
إشارة ق في تلك الفترة الجزئية هي |شارة ناخ التعویض . 
_ إذا كانت الاشارة موجبة فان الساحة الجزئية = تکامل الاقتران ق على تلك الفترة . 
۔ إذا كانت الاشارة سالبة فان الساحة الجزئية = -تکامل الاقتران ق على تلك الفترة . 
_٤‏ اجمع الساحات الجزئية التي حصلت علیها لتحصل على مساحة النطقة الطلوبة . 
انظر الأشکال الاتبة 
حیث م مساحة النطقة الظللة ( مساحة النطقة احصورة بين منحنی الاقتران ق ومحور 
السینات في الفترة [أ»ب] ). 


أوجد مساحة المنطقة ا حصورۃ بين منحنی الاقتران ص  -‏ سا + ۲ س + ۸ء 
ومحور السينات . 


رسں خد أصفار الاقتران ص . 


سآ + ۲ س + ۸ے ہے شا ع س - ۸ . لله (س ع)(س +۲) - .۰ 


هه س ‏ ۶ بر سے = ۲ 
ا + + + 
ابحث إشارة ص . + عوض عدد بين -] و ٤‏ وليكن ۰ في قاعدة الاقتران 


4 7 فإشارة ناج التعويض هي إشارة ق 
3 
مم | (- س + ۲ س + ۸) ادس 5 
م 


- ۲ نے 
.ا( + معا وت لا 1م وحدة مساحة 
۳ ۳ 


اوه وا اة الهو ابن سی او سے سان تصش و 
ومحور السینات . 
راغل) جد أصفار الاقتران ص . 


س'_ 1 شآ ۸س ے . له س(س؟ ٦س‏ + ۸) د س (س -1٤)(س‏ -٢)۔.‏ 
+ سے .۰ , س ‏ ۶ , س ۲ 


۲ 7 
م - |[ سا _ 1 سآ + ۸س| دس - ]| سا _ 1 سآ + ۸ س). د س 
٢٢٢ ۰‏ 


»۱ س _ ۲ ساب ۶ سا )| _ ( ١‏ س؛ ۲ ساب ء سا) ۱ 
4 ۰ 2 ۲ 


۲ ۳ ٤ ۲ ۳ ٤ 
| ه ۱۱۲۵ ۲۲۱۶ ۱ (۰) -۰(۲) + و(.)‎ 


اك 
2 ۲ . 4 ۳ ۲ 
ال( ۱۵۱۵۱۴ ك1 Ea O‏ 
٤‏ 7 
| مثال | أوجى مساحة النطقة الخضورة بين متصی الاقتران سے (س + ۲17 ومحور 


السینات في الفترة [ ۰ , ۲ ] 


رس (س+ ]۲‏ . 


ایح مرسمه تفه قوق سس لادان كن :در نز رگد محخیر السات 
في الفترة [ ١-,1-‏ ] 
زایا ےو س2 ([-م,۔] 0 


١ 
5 5 ٤ ٤ ۳۳ 
یں ہے ا س ۱ ے گل کا سا كسا وحدة مساحة‎ 8 
5 1 چا‎ 2 5 


| مثال | أوجد مساحة المنطقة اگصورة بين منحنى الاقتران ص د ۱ سآ ومحور 
السينات في الفترة [ . , ۲ ] 


م + اسسا دس ١‏ سآ). د س 


١ ١ 


5 
د ھا‎ ٦ 
١ ۳ ۰ ۳ 


۱ ۳ ۱ ۳ ۱ ۳ ۱ ۳ 
= [ ۱- --(۱) ]| (م --۰1) | || ---(۲) | -۱۱---(۱) 
امعد حا ع جرد نے ےد ٹا 
| مثال | أوجد مساحة المنطقة الحصورة بين منحنى الاقتران ص - لوس ومحور 
ه 
السينات في الفترة ١[‏ ؛ ه' ] 


7 برسیے مهد س-۱ 


هه 
م | لوس .د س | س لوس - س) | 
١‏ 


ها لوه -هأ)_(الو١-١)‏ -]هأ+ا وحدة مساحة 
ه کے 


= ۲ وحدة مساحة . 


سأ +١ء‏ ۰( س ١‏ 


| مثال | أوجد مساحة المنطقة المحصورة بين رسم الاقتران ق (س)۔ 
_٢‏ س , ١م‏ س بج٢٣‏ 


۳ س , ام س كج٢‏ 
۳ س = . هم س ۳2 


١ 
كم‎ ٢(+ |) زسأً + ۱). د س 5 سورس ل ساب س‎ | 5 
: ١ ۰ 


] ) ۱۱ 2-۱۱۳۱ - ۲۳۱ -۱۳۱۳۱1+ ۰۳۲۰ | 


۳ (+o 


5 فک وحدة مساحة 


أوجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران ص - جتا] س + جام س 
ومحوری السینات والصادات والستقیم س - 2 . 


منص ل جتا؟ س +جاوس , س < ۰.1 7 ] 


جتا۲ س + جا]س . . له جا)س۔ 


سے رس ا2 ہے سم کک و کا 


ات + جا؟ س). د س اك چا؟ س ديم 


رد جاک - راد بجعا ” (Zz‏ ج ۔ ل جتا.) = وحدة مساحة واحدة . 
1 ۲ 
۱ 


أوجد مساحة المنطقة اگصورة بين منحنى الاقتران ص - E‏ 


ال سا کی 7 ہے 

ومحوري السینات والصادات . 

رت ئک سناو سم ص بلاج - اج 

باج کاش )دہ و اج سا نع جع باس دراج ينه سنا ے چے 


+ + + 


ج 


۱ دياس )' وس 
۱ 


كك 


| (ج - الاج سا + س ).دس ۔(جاس ‏ کے باج 


5 50-2 7 8 5 ,09002 
ص - جتا س ومحور السينات في الفترة [ ۰۰ ج ] إلى قسمين متساويين فجد قيمة ج. . 


0 02-23 


الساحة كمية موجبة أما التکامل فقد يكون سالبا أو صفرا أو موجبا . 
الشكل ا جاور ٹل منحنی الاقتران ق . إذا كانت م - ۰,۸ وحدة مربعة , م.- 5,1 ؛ 
ص 


وحدة مربعة ,من = ۵ وحدة مربعة . أجب عما يأتي : 


[1] جد ,]| ق(س).دس 
[7] جد المساحة احصورة بين منحنى الاقتران 
ق (س ) ومحور السينات في الفترة [ أ » د ] 


لكا جد |ي] ق (س).دس | 


,| ق (س). دس ۔ | ق (س). د س + | ق (س). د س + ] ق (س). د س 


= ۰,۸ + ار + ۱,۵ ۶ ۲ ,۰ 


۸ + ۱,۵ - 5,5 وحدة مساحة . 


جے 


| ق (س). د س 


د 


ق (س). د س ر | ق(س) د س + ی 


تچ 


مع م + م +مبء 


5 ع - ۲,۱ + ۱,۵ = ,۱ 


ايا ق (س) . دس | ے | - ۱,۱ ۱۱ 


مثال الشكم ا جاور هثل منحنى الاقتران ق . إذا كانت ۶ء۹ وحدات مربعة, مم ء ۱۱ 
ج ص 
وحدة مربعة وکان ,| ق (س) دس = ۸ فجد ۵ . 


رس 


حم 


| ق (س).دس ۔ 
س 


جح چے 


,| ق (س). د س + اق (س). د س ۽ ر | ق (س). د س 
سس ۸ ے ۹+ اق (س). دس .د ١١‏ 


له | ق (س). دس ۔ ٠‏ له ث,- ٠١‏ وحدات مساحة . 


| مثال | اعتمد على الشكل ا جاور الذي بمثل بیان الاقتران 
ق (س) في إيجاد كل ما يأتي : 
0 


0 
| اق (س)|. د س 


مساحة المنطقة المحصورة بين ق ( س ) ومحور السينات في الفترة [ ۰» ۵] 


0 03 


ل 
۲ 1 7 1 

| اق (س)|.دس ع + +O‏ ۱۲۱۱۳۶۱ +۱۱۱ ۱۱) 
۱ ۲ 


١ 
ق رس). د س + ,| ق (س). دس ب ,] ق (س). د س‎ | 
١ 


)۱()۱( )۲( ۳+ ۱(  + (۱) )۲+ ۱( 


م | اق (س)].دس = ۵,۵ وحدة مساحة . 
ثانيا: حساب منطقة محصورة بين منحنی اقترانین . 

قاعدة | إذا كان کل من ق و ه اقترانا متصلا على الفترة [ أ,ب] فان مساحة 
النطقة التي تقع بين رسميهما في [ أ» ب ] تساوي م »,| | ق (س) - ه (س)| . د س 


- لإيجاد مساحة منطقة محصورة بين منحنيين أو أكثر اتبع الخطوات الاتية : 
_١‏ ارسم منحنى كل اقتران وحدد المنطقة المطلوب حساب مساحتها . 
؟_ جزيء المنطقة المطلوب حساب مساحتها إلى مناطق جزئية بحيث تكون كل منها 
محصورة بین منحنيين أو منحنى ومحور السينات . 
۳_ جد الإحداثيات السينية لنقط تقاطع المنحنيات مع بعضها ومع محور السينات . ( إن آمکن ) 
_٤‏ جد مساحة كل منطقة جزئية , ثم جد المساحة المطلوبة بجمع مساحات المناطق 
الجزئية . 


انظر الأشكال الاتية 
حيث م مساحة المنطقة ا حدودة بين منحنى الاقترانین ق و ه في [أىءب] . 
العلوي 
وىورس) 
قرس) ه رس) 


العلوي - السفا ,| [هرس) ق (س)). د س 


م - ,| |ق(س)- ه(س) ).دس 


اله 


* | | ق(س) هرس)).دس 


جد مساحة المنطقة احصورة بين رسمي الاقترانین ص رس , 
ضا س کل 
۳ ۳ 
رس جد الإحداثي السيني لنقاط تقاطع الاقترانین . 


۲ 
اش و سب سو س ےو سل هم س = 
۳ ۳ ۳ ۲ 


لهم وس سا ٤‏ س رو لله سا وس يع د . 


له (س _١)(س )٤‏ = . هم س ۱١‏ , س - ۶ 


۳ 


۳ ٤ 
۲ ۲ ١ ۲ ۲ ۲ ۱ 
| ,اس إل س بط ).دس |[ س ساس‎ 


7 
ALS e‏ كسك سا وڈ ليك السك ری 
۳ 1 ۳ ۲ 1 ۳ 


وحدة مساحة . 


| مثال | جد مساحة المنطقة الحصورة بين رسمي الاقترانين ص ظا س , ص - ۱ 
بدءا من محور الصادات وحتى أول إحداثي سيني موجب لنقطة تقاطع الاقترانین . 
(اخك) ظاس ۱ سم س 7 ١‏ > ظا س 


جد مساحة المنطقة اصورة بين منحنيي الاقترانین ص - .| س , ص - رس 
رس اس داش مه ااا ترج" سے ساي ما 


ے س۲_ سآے. له س۲(س د )١‏ د . به س = .۰ , س - ۱ 


باب 
2 ۳ 


وحدة مساحة . 


جد مساحة النطقة الواقعة في الربع الأول واگصورة بين الستقیم ۶ ص + ٣‏ س - ۷ 
والنحنی ص - س 
(اغل) جد الإحداثي السيني لنقاط تقاطع الاقترانین . 


عا رس ۷-2 له ۳+۶ سا ۷ سا ے لس( ۷ سا +ع د . 


: 
س 
بالتجریب س - ۱ آحد جذور العادلة . وباستخدام القسمة التركيبية 27 8 ۰ 


۳ج و دز 


سے (س -۳()۱ سا عو س )٤‏ =۰ ہے (س -۳()۱ س +۲)(س -۲) -. 


۱۷۳ 


کے ۱ و 

سے سے س ۲ , س × بے و 
۲ 
م - ] لے (۷-٣س)‏ _ شس؟] د س 
۱ 
الگ ۷۱س - 1 س؟) +س؟ | ۱ 
وگ زور )سبكم 
۶ ۲ ۲ 


۱ ۳ ۲ ۱ 
ار ضح تج 


۲ 


۲ ۲ 
م ا(۲ ).دس .رس لو اسا | 
E3 ۲‏ 


١ ١ 
لو ] -(۱۲-] - لوم‎ (1)1) = 


د ٤‏ وت ١‏ لوآ د ۴لوا وحدةمساحة. 
اكت د فس 
| مثال | جد مساحة المنطقة ا حصورة بين منحنى الاقتران ق (س)  _‏ س'؟ ومنحنى 
الاقتران ل (س) - ه في الفترة [121] . 
المنحنيان لا يتقاطعان 
1 
م | (م ‏ -س').درس 
۲ 
ره + سا | | 
۳ ۱ 
(ه بت 11۲۱ ) -| .بے 


= ها 5 هب وحدة مساحة . 


جد مساحة المنطقة اگصورة بين منحنى الاقتران ق (س) - جتا س ومنحنى 
الاقتران ل(س) ‏ ء س؟ -۲(۳ . 


0 


5 3 ۲ ۲ 
۵ = ۴ (جتا س ‏ (ء سآ ).دس ل (س) ۔ ۽ سآ 


(rE) - (F>) -((F) +']7( حي‎ - (¥) + | 


. وحدة مساحة‎ r+ 


جد مساحة المنطقة المحصورة بين بيان الاقتران ق (س) - | س -؟]ومنحنی 
ص 


ل( س) ۔ ٠١‏ سآ ومحور الصادات في الربع الأول . 


ل (س) ۔ ٠١‏ سا 
سوہ اس 


س ۲ = . هم س - ؟ 
س ٢-‏ ۲ - س 
2-9 سس 


. 
جد ال(حداثي السيني لنقاط تقاطع النحنیین . 
عندما س > ۲ 


۰ سآ داش -۲ ے سآ س ۱۲ . له (س ۰ ۳)(س + ع) د . 


لي له س ۲2 ۾ سے ع كر 


۲ ۳ 
م - ٠‏ س))_ (5- س)). د س + ]((۱۰- س؟)_ (س -۲)). د س 


1 ۲ 


ا(دساوس + )دس + ,|( س؟- س + ۱۲ ).د س 


۔ ( ۱٣‏ س' 


۳ 


+ ل ساب مس | + ل سا سا ب ۱۲س) 
5 ۳ 


۲ 


۱۷۵ 


۲ ۳ 
(۸ +0۰, 


MPA LA II‏ = 3.۱71ء) 
۳ ۲ ۳ 
.- ۳ ۲ 
ال( بنا سا عن irra kd‏ 
2 ۲ 2 ۲ 
۵ وحدة مساحة . 


جد مساحة المنطقة المحصورة بين الستقیم ص ٠١‏ ومنحنی الاقتران 
كله .2 


ق (س) - | جاس | , سد | ۰ 


رت ق (س) ‏ | جاس | 


جاس - جاس 


چنا 
خد الإحداثي السيني لنقاط تقاطع الاقترانين . 


عقوم 27 < ساح ٠‏ 
۲ 
- جاس - ۱ ہے جاسء- ۱‏ له سے 17ا 
7۳ ۲ جاس - ۱ وږس 


۶۳ 5 
۱۱۲-۶ جاس) د س لن الساحات الجزئية متساوية . 


آ7 
۱ 


کار | = 7 ٢-‏ وحدة مساحة . 


0 ۱ 
- 6( س+ جتاس) | ك۰ + جت ) -۰(۲ + جا 


8 صن 
مثال | احسب مساحة النطقة المظللة في 


الشكلالمجاور حيث ق (س) - | س۲- |٤‏ » 


ه (س) = ۵ : 
راغل) ق رس) -|س؟- |٤‏ 
سآ £٤‏ = . هم س = ۲ , س --۲ 


س؟- ٤‏ سا سا-٤‏ 


ھ (س) 


1 ۲ 
جد الإحدائى السيني لنقاط تقاطع الاقترانین . 
عندما ۲ < س 
سا ع = ۵ له سآ ۹ ے س ۲ م س - - ۲ 2 


۲ ۳ 
0,٦‏ + ۵ او 00000 
۲ ۳ 
یا ون - س؟). د س 
١‏ 


۲ ۲ 
رسي ل س)| ج(هس - 1 س)| 
۳ ۰ ۳ ۲ 


7 
12 كو نك فى 94ء" ةن ھی 
7 ۳ 7 


س 
۽ ص د هه _ ١‏ , ومحورالصادات. 


جد الإحداثي السيني لنقاط نقاطع المنحنيين . 


داس س ٣س‏ س 
ه هب _ سه آ ذه ها 


۲س 
ہے اه مد اه اه 


سس 
۳ 


فك 
س 
هلت 2 

لوآ 
ی iE‏ 


لوا وا = ۲ 
۲-۱ هد - هد + لو!) ۲-۱ هھ ده + .) = لوآ وحدة مساحة . 


۲ له سا لوا ما۔5۱ 


مثال | احسب مساحة النطقة اشصورة بين منحنی الاقتران ص د جا س, والقنطعة 
المستقي لستقيمة الواصلة بين النقطتین (۰۰۰) , ( 24 , ل ) 
(افغل) جد معادلة القطعة الستقيمة . 

(س .) له ص۔ !ل س 


7۲ ۵ 
7۲ ۵ 


و" 
اسه | 


3 


) "0 ۳ 
1۳۰ 


جه مساحة اتقو بين منختی الاقتان 
ق (س) - جاس ومنحنی الاقتران ه (س) ‏ جتاس 


7 


جد الإحداثي السيني لنقاط تقاطع الاقترانات . 
جتا س - ۱ جا س -۱ 
ہے الكل = ۰ هه س = 

7 7 


5 | 1 - جتا سا دس 3 بر | (۱ - جا س). دس (س ‏ جا س)] +(س + جتا س) | 


| مثال | جد مساحة المنطقة الحصورة بين المستقيم قوش ۷۶ ومشحنى افاقتران 
ق (س) - جتا س حيث س < [. , 5 ] ومحور السينات . 


ص 
رس جد الإحداثي السيني لنقاط تقاطع +0 : 


جتاس - س + ١‏ ٍ ۰ س + (= . 
امس ادل ے, ہے س -[ 


1 
م ‏ |(س + ادس +را جتا س .دس 


١ ١ 
رحلاب حم + چ 7 - جا.‎ 1۱  ))۰(+ ۰(1 ( د‎ ١ لك سا + سا | + جا س‎ 
0 0 ۲ 


1 


واا 


1 
حدقيمة أبحيث أن الستقیم ص .[ س یقسم الساحة اغضورۃ بين منحنی 
الاقتران ق (س) -] س _ سأ ومحور السینات إلى قسمين متساويين. ‏ ص 
رس بداية جد المساحة المحصورة بين منحنى ق ( س) ۲ س _ سآ 

ومحور السینات . 

۲ س _ شاء. ہے (۲-س )س ۔. 

و نیا 7 او 


۲ ۱ 
م ‏ |(] س _ سآ . د س -(س؟ _ ل 
۳ ۳ 
- زرو" ۱۱ ار ((.)'_ ١(1‏ )يك وحدةمساحة. 
۳ ۳ ۳ 
قن الاحداني السيني لنقاط تقاطع الستقیم مع النحنی . 
۲ س _ ساد ؤس هم س (س + ([-۲))- . ے س -. 


أ 1-۲ 
٠‏ |[ س _ س؟_ ا س). د س - |((1-1) س _ س؟) .د 


۶۶۶۶۶۶۶۰ ئ0 د سا جا 
چہ وت ھ(س)۔ جا س' تساوي 4 کا وحدة مساحة. 


را نا له ۲سا - وجا ا ہے ساء جا 


له لكل = ج ¢ دس = ج 


ا ے س 


7۸ 


م2 ارچ س؟ _ (س'_ جا ).د س ہے | اچ سوا د س 


-(؟جا س ا س) |= اجا(ج) - ا رج" لجا رسج)- ‏ (ج))- 0 


سب جج حم اد۸ هھ جا 


| مثال جد مساحة المنطقة الحصورة بين المنحنى یفن السقم شض 


رس نتعامل مع الاقترانين س - ق (ص)- صآا- م و سه (ص)- ۲۰-۶ ص 
ولتحدید الفترة التي سنجري عليها التكامل بدلالة ص نضع ق (ص) = ه (ص) 


ه صا ٤‏ ۲ص سے صآباص -۸-. هه (ص -۲)(ص ب+عء)-. 
له ص ۲ , ص --۶ 


۱ 
۶ _ اء -؟ ص رصا )| .دص 


۱ 
ع ا(۸ -۲ص -ص. دص -[م ص _ صا 


ع 1-۲۱-۴۱۸۱ (۲۲۲) ے (۸(-4) دش ہس یز 
۳ 
۲ دة مساق 


| مثال | جد مساحة المنطقة الواقعة في الربع الأول واه 7 ی 
ومحور السینات . 7 
۴ 


۸ ۵ 
معادلة محور الصادات س = ٠‏ سس 7 
,م۳ صا 


گلا همه ض١-‏ ۲۶ ے ص = ا٤۲‏ » ص - - ]ءا 
)7 


۱ رت 
م |(۷۔ ص سا وض | لاص ب 3 | ۱ 
۱ ۸ 1 


ما۲ 


جد مسناحة اكنطقة الخصورة بين المنحنيين هن د سا ء سن ضا 


(الخل» جد الإحداثي السيني لنقاط تقاطع المنحنيين. 
س۔ صاء۔ءس؛؟ هم سء _ س = . 


سے س (س ()ءع. 
هم س = . ء س = ۱ 


ص ‏ سآ ہے ص - + اس 
ما( س -سا).دس ‏ || 


۱ ۳ 
۰ 
۲۱۰۱ 60 
لت ۳ 


۱ 


ف سا دن 


۷۹ 


جد قيمة أ بحیث أن المستقيم س -[ يقسم الساحة المحصورة بين المنحنى 


ہہ ھ ۸ = سس 

سد د ۳.۵ 

إذا کان المستقيم ص - ج يقسم الساحة احصورة بين منحنى الاقتران 
ص - سأ والمستقيم ص د 4 إلى قسمين متساويين . فجد قيمة ج . 


جد الإحداثي السيني لنقاط التقاطع . 
سا٤‏ هس - + ] | سآ ج ہے س - + اج 


لاحظ أن المخطط ا جاور متناظر بالنسبة للمحور ص . 


سه (ج ابا ارم ل 


۳ 
۱ 0 لظ سس 
نم ارجا د 0 ات ۱ £ هھ ج( 2 1۱۷ 


جد مساحة النظقة اوه بين متحت الاقتران ۵ (كات جاش ومنهکی 


الاقتران ه(س) ‏ جتاس في الفترة [ 5223 ] 


(یں) جد الإحداثي السيني لنقاط تقاطع النحنیین في الفترة العطاة . 


ص 


جاس = جتاس له ظاس - ہے سے کے سل 8لا جاس 
م - 2 [جاس ‏ جتاس). د س -[- جتاس - جا 


١ كك‎ 
TL 


جد اق | ق ن مى ىسا اوخا س والتسحقيم 
ص - ۱ في الفترة[ 72٠‏ ] 
(اخل) جد الإحداثي السيني لنقاط تقاطع المنحنيين في الفترة العطاة . 


2 جتاس سه جتاس=. سه س۔‎ +١۱ 


7 
r 1 
) 


+١ 1‏ جتاس _١).دس‏ ف ]| راشفا سفن زان وین 
1 


-(جا(؟) - جا(۰) + (-جا(7)- -جا(؟)) ٢٠‏ وحدة مساحة . 


جد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنی الاقتران ص ‏ .[س والستقیم 
ص - س 1 ومحور السينات . 0 

اسان السيني لنقاط تقاطع الاقترانات . 2 7 

_ اس ۔ س1 س س ب باس - 1 - ۰ 

ہے (اس +۳)(اس ؟) - . 


باس ہے 5 . ہے اس هم س د٤‏ « ماس +۳ X.=‏ 
س-1-. ہے س٦‏ | اش .همه سا۔. 
4 1 2 1 
6ا( - - رس ).د س + را( _ (س -1)). دس = | | س ادس + را[ - س). د س 
3 


1 
|+(اس ل سا)| 
١‏ ۲ 7 


۱ 
,, 0 ۱۹ le es 
۳ ۲ ۲ 


)4( ' | 


جد اكه اكتطلفة احضو نين مکی الاقتران سے سا والستقيم 
س + ص - ۲ ومحور السينات . ص ۳ ص 


رسں س + ص - ۲ | محور السينات ص سأ 


ہے ص- ۲ س ص ع . 
جد الإحداثي السيني لنقاط تقاطع الاقترانات . 

سا ۲ _ س ے سآ س ۰2۲ ے (س_١)(سآم‏ س+٢)۔.‏ 

(س ۰۱۱ . ے س ۱2 » ( سأ + س+ ۲) عبارة تربيعية ميزها سالب (لا خلل ) 


سنا هب اس اج + |8 ان 2ء هدشن 


١ ۲ ١ 
| ) م ]| |س"_.). وس + ۳ ۲۱ س) . رس د س | ۳ (1س - ل سا‎ 
. دك وحدة مساحة‎ 


: 
هذا .ع : ۰۰ 
٤ 1 ۲‏ 


جد مساحة المنطقة اگصورة بين منحنی الاقتران ص - سأ » والستقیمین 
ص ۔-س » ص ۱2 


رس جد الإحداثي السيني لنقاط تقاطع الاقترانات . 


۱/۱ 


سآ - -س له شأ س ٠.‏ ےس (سآ+۱) =. 
سه س -. » سأ + ١‏ عبارة تربيعية میزها سالب (لا خلل) 
سا ۱ ہے س (١‏ | -س ۔ا ے س (١‏ 


م ا[ دس) ,دس |۱۱ سا ).وس 
- اس + ل س | + اس ١‏ 4( ۱ 


ی 
0 ۱ 
ا -(۱-۱) +3 ۱۱" ) ٠‏ یی اام 


ہے ۵ وحدة مساحة . 
٤‏ 
جد مساحة المنطقة الواقعة فوق المنحنى ص سا - 1 وت الستقیم 
ص س وفوق المستقيم ص - س 3 
خد الإحداثي السيني لنقاط تقاطع الاقترانات 
ے سض س سا _ س ]اد . 


ہے (س -۲) (س + )) 2 . ہے س -۳, سد ؟ 


سا 1 


سأ-1 اس ہے شسابا س ی یرم 
ہے (س -۲) (س +") د 


۰ ہے س -۲, س= ۲ 
س - - س ہے سس = 


ہے۔ شن تاو 
| ۴ 1 
م- ]لس _-س ).دس + ,][س (س' -1)).د س 
۲ ۳ 
سآ |( ا سا ۱ س"+1س | | 
ا ۳ ۲ 
yel‏ ے۲8 OMT E‏ 
0 ۳ 0 


۱ 


5 
))٢(٦+ (Tf) 
۳ 
. وحدة مساحة‎ N: 
1 


ص س » س < . 


جد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران ص ۔ 1 سأ والمستقيمين 


, ص اس ء س > . 


رس جد الإحداثي السيني لنقاط تقاطع الاقترانات 
۲ 
1 سأ ۔ 


س وب سا سے ڑےے 
ہے (شسن_ )) (س +٢)۔.‏ هم س٣۴‏ س١٣‏ × 
1- شاد دس ہے سآ _ س _ ٦۔‏ . 
ہے (س _") (س +۲) - 


شه س ۔۳, س۔ ۲ 4 
س۔ ‏ سس ےہ 


۲ س = . له لل . ا خقطط متناظر بالنسبة للمحور ص 
۳ ۲ 
م۔ 7 [(1 س"_ -س | .دس 
۱ ۳ 1 ۳ 
۔۲(٦س‏ _ ١‏ سام ۱ سا) | ۸-۱۳۱۹۱۲۰۶ (۳) 
۳ ۲ ۳ 


1 
20 (3 + 


جد مساحة المنطقة المحصورة بين المستقيمات: ص ۲س ء ص بس -ه 


» ص - س ۱ 
(اغل) ص بس ۹ ہے ص 194 س 
جد الاحداني السيني لنقاط تقاطع الاقترانات . 
و س ۔ ۲ س ۹ س ۔ س ۱ ۴س ۔ س ۱ 
ہے ٣س ٩‏ | سه مس د |٠١‏ ے س۔ ۱ 
سم س ۔٣‏ هه س = ۵ 
۳ 
م1 (۶۲س ‏ (س ])١_‏ دس 


۵ 
سا -٩(‏ س رس -)) .دس 


| و ایت ہا ٠١‏ اس | داس 


۰ 
(07+00) - )۱۳۱ +۱۳۱ |) 


+ ۳۵۱۱۵۱۲۱۰ ۳۱۱۰ ۲)۳۱) 
= ۱۲ وحدة مساحة . 


جه مسافة اشظائھ اور بين شع الاقتانات. .اضر 
۾ صد و 


(اخل) جد الإحداثي السيني لنقاط تقاطع الاقترانات . 


1ل هذ - هد ) +( (4)- ها - (هگ ۲۱)- هذا 


۔ !ل (۳ه؟ +ا) وحدة مساحة . 
۲ 


موا الخطقة احضو ين رسيم الاقٹانات 
» ص د ه ومحور الصادات . 

2ظ) جد الإحداثي السيني لنقاط تقاطع الاقترانات . 

ف هم س ۱ 

له س ١‏ الايتقاطعان | "= هب 


١‏ ه 
م اث س ).دس + || ه _ س) .دس 


۱ 


۸۳ 


: ۲ ۲ 
> ها ل( اها ۱) ا+زهره)_ له ) - (ه 3-0۱۱ ۱۱۱ ) 


ھا ١‏ وحدة مساحة. 


7 
جد مساحة المنطقة اگصورة بين رسم الاقترانات ‏ صد اس , ص لا 
م ص = ۲ س ومحور الصادات 5 
رس جد الإحداثي السيني لنقاط تقاطع الاقترانات . 


۲ س - ۲ ]+ س رس 
هس ( ]ہے س ہ٤س‏ بو س 
تسه ساپ ٣س‏ بی 


۲ 
اد + 0۹۱۳۱ - 3 1۲۹۱ - (۱۱(۳ 


ِا 
۳ 


جد مساحة المنطقة اگصورة بين النحنی ص = لوس والستقیمات ص ۱ ۰ 
لئے 
ص۔٢‏ , س د ۲ 
ص = لو س له س ور 
هف 


من الأسهل إجراء التكامل بدلالة ص . 
۲ ۲ 
ص 
م 7ھ ۲۰ ).دص -(ه _ ۲ص ۳ 


- (ه! ))۲(٢-‏ _ هل - ۱(۲))- هأ ه - ۲ وحدة مساحة . 


| مثال | جد مساحة المنطقة الحصورة بين منحنى الاقتران ص = بل والستقیمین 
ص - ١‏ م ص = مہ ومحور الصادات . ص 


ص۔ ل ه س۔ 
س 


خري التكامل بدلالة ص . 


ص ۔ ل 
س 
3 


۳ 
ص 


١ 7 0‏ ).د 5 7 
1۶( -.).دص - لوص | 


کے ے لواء وحدة مساحة واحدة . 
مب مب 


جد مساحة المنطقة المحصورة بين س |ص| , س وه 
س ۔] ص , ص > . 
رس ہت 


1/0 


جد حدود التكامل بدلالة ص . 
عندما ص > . , ص -۲ 
عندما ص < . ء -ص ۲ سه ص۔٢‏ 


الخطط ا جاور متناظر بالنسبة للمحور س . 


۲ ۲ 
م ۲۱۱,۲۰ -ص ).دص (اص - ل صأ) ۱ 


3-۲۶۰ سر 4 


أو جرى التکامل بدلالة س . 
8ھ ۲ 
ا0آ زميق وحدات مت ان 


](س _ -س ).دس د س 


| مثال أجد مساحة المنطقة المظللة في الشكل انجاور. 


رس جري التكامل بدلالة ص . 


١ 


جد فترة التكامل بدلالة ص . 
لعا ض ہے ضا1 ہے ص - ١‏ 


۲ 5 ۲ 
١‏ لوص | (ص - ص "| .دص ١‏ لل صا + جل | | 


۱ 
۵ ,| (ص ل 
ص 


١2 


اس 


| مثال | جد مساحة النطقة الظللة في الشکل ا جاور . 
جد الإحداثي السيني لنقاط تقاطع 
الاقترانات . 


١ (|) ١ 4077‏ ۷7ء محدة مساحة واحدة . 


E3 


۲ 
لس = ۲ س نے س أ - س 


ہے سآ ہس ری وه 


ہے (س _١ا)‏ (س +)) - . سه س۔ ۲ , س دا 
ا 5 نے ۲ سس ے٠‏ عا س دآ 
ت اس +٠‏ 


۱۸( (۲-س حر امس ا نیس 


۲ حك 


م 
ا از ]| بسا موی ] [۲ تس .دمن 
۰ ك۲ 


سس نے 
f‏ ۲ 
| + كل زوين ۱ 
كردس 


| (]-س)' ب .۱ س 
۴ ۲ 


۳ ۳ 
(۲) -(ح ۲2-۲ 1 (-۲۲) بح (۲- ۲۲ 
۱ | م | +( )+ | ۱ 


بط 
ء ج 0 
ولاج ] بك 
ها 
ا(۴ :)۲ئ ل وحدة مساحة. 
۳ ۳ 


عبر عن مساحة النطقة الظللة في 

الشکل ا جاور باستخدام التکامل ا حدود . 

م ,ا (ق(س) _ ل( س)). د س + |( ل( س)_ ق(س)) . د س 
ه 


+ ,ا إقدس)_ لرس)) ادس + ۲ [مرس) _ ل( س)) . ر س 


الشكل ا جاور مثل بياني الاقترانین ق » ل . 


إذا كانت م = ٩‏ وحدات مربعة » ۶) - ۱۶ 


< 


وحدة مربعة . 


فد اقا تسایس 


۱ ® 


نا 


.ا [قرس)_لرس).دس - ](قروس)_لرس)). دسب ,]|[ ق( س) ل( س)) د س 
= ۹+ ١٢١۔۵‏ 
إذا كان ق ( س) ‏ س جاس ,2 س < [. ,7] فإن ق (.)ءعق(©)ء. 
9 ق (س) ) .لكل سد (72.0) . 
جد مساحة المنطقة اگصورة بين منحنى الاقتران ق( س) ومحور السينات . 


هه م ا عو رجاس ونين 


| س چاس . دس - - س جتاس _ ] - جتاس .دس 


| اید -|- س جتاس + جاس) | 


- (-7 جتا٣‏ + جا٣)‏ - ( - . جتا. + جا.) = 7 وحدة مساحة . 


مراجعة عامة على التكامل وتطبيقاته 


أمثلة محلولة 
١ 3‏ 
ل جد ٤۳پ‏ دس 


رم افيض فو اب عاب فقون كل مف وس يناس رض 
دس الاس 


عندما س٠‏ » ص ١ ۰ ١|‏ » عندما س -۱م, !ص۔۱ ا١ے‏ 

اس آ2ا 1٢.‏ .وص 1-2[ صا (۱-ص) دص 

۲-۰ [(ضة صا ).دص ٠‏ 

= )1(7( ل( )- 
۹ 7 


۹ 
مثال حم اس( +جتا(ساً)]) . د س 
رس افرض ص - سأ ہے 


۱ 
س50 جا ا سس پت( گ اض 
؟ س 


ص 
- ل ](۲ هد + جتا ص ). د ص عل (] ه + جاص] ۽ ج 


۱ 
سل (؟ هد + جا(س )) +ج 


جد | س (س -۲)۱ (س )اس 


رلغل) | وس (س - 0 (س +۱ , و نش - | ؟ س ( سرا _ ۷۱ دس 


افرض ص - سا_١‏ ے 


| نی ".دس 


د ص 
أدص -١)(ص؛١)‏ 

)١١ص(ب+)١+صرأ‎ 5 1 ١ 
= + ڪڪ‎ 
)۱+ ص -١)(ص+١) ص-٠١ا صءا ( ص - ۱۱ص‎ ( 
)١-ص(ب+)۱+ص ے ہے أ(‎ 


بوضع ص = - ۱: ۱-[(-۱+۱)+ب (-۱-۱) 


بوضع ص = ۱ : ۱+۱۱ دب (۱۰۱) 


دص + | 
ص + ١‏ 


(ص -١)ر(ص+١)‏ 1 ص - ١‏ 
لواص | - لواصء٠|‏ دجب 
هف هف 


= !ل لواه |١‏ ا لوا +۱۱+جہ 
۳ ها ؟ ها 


لوء 


۸۸ 


لو 
س 


هف 7 

| س ھا al 7 a‏ ک0 ت .220 |5 
ات د اس 

| مثال ] جد |( س + اس ) لو س .دس 


مثال 
SD‏ بو 


| جتا؛س جا س . د س 


| | چااس .دس = 0 - چتا آس )د س ل (س - ل جا س) ا[ 


7 ۵ 
0 | جا س (جتااس - جاس) .دس - حل جتاٴس ل (س -لجااس) + ج 


س 


| س . دس | سس سس سس تحت کت 
0/01 اج E‏ 


(۲ س + ۱) _(س + ۱) سس 


د لس 


مثال چ 


۸۹ 


١ 


. ا((۲س+( رسب( دش 3| ززعم سب ۱] 


د ل (۲س ب 
۳ 


( الجواب ) = ل لوا ظاس|+ ل لو]اء ظاس | + جه ( انظر الثال صفحة ۱۱۳) 
هف هف 
مثال | جد | ظا س ظا ۲ س ظا ۳ س . د س 
ظا س + ظا ۲ س 
ظا ٣س‏ = ظا ( س +۲ س) ء سس 
رت ١‏ ظا س ظا ۲ س 
ہے ظاس _ ظا س ظا ۲ س ظا ٣س‏ ۔ ظا س + ظا ؟ س 
ه ظا س ظا ۲ س ظا ۲ س - ظا ٣س‏ _ ظا ۲ س _ ظا س 
| ظا س ظا ؟ س ظا ۲ س . د س - |[ ظا ۲س - ظا ۲٣‏ س - ظا س) . د س 


٦‏ مضه 75 جا اس ۳ جا س |. د س 
جتاؤاس جتاا_عسشسن ‏ جتاس 


- !ا لواجتا۲ساب+ ل لواجتا؟س| + لو| جتاس | + ج 
ه ۲ هف ه 


مثال جد| ۱+ ظا س فان 
١‏ ظاس 


ا 
جتا 


جتا س جتاس ‏ جا س 


ظا س 
+ ).دس 
قا س 


- |( جا؟س+ چاس ).دس - -! جتا]س _ جتاس + ج 
۲ 3 


(افل) افرض ص ۔ قا س سے صا قاس ے ۲ ص ڈگ ۔ قا س ظا س 


د 


ظا س ص .دص ٠٠‏ _ 


.دس = ۰ سس 
۱ ص قا س ظا س قا س 


إذا كان ق اقترانا متصلا على ح فما قيمة : 


١ 1‏ 
۳ (ق (س) -۱) .دس + با (ق (س) )١+‏ . د س 0 


رخ 


3 ۱ 
۱ (ق (س) -۱) .دس + ا (ق ( س) + ۱) .دس 


0 0 ۱ ۱ 
- ,| ق(س).دس ‏ ,1 ١.دس‏ + أق(س).وس بر]۱.دس 


١ ١ 


مثال | إذا کان كل من ق (س),ه (س) اقترانين متصلين » وكان ق(.)-" » 
۲ 
مسا ماه اوه[ 7007 اها رسع رین ت٤‏ 
ر 5 
فجد )هھ (س) ق (س) دس 
رس افرض و = ق (س) دم = هھ (س) . د س 
د 9 ےق (س) .دس , م = ه (س) 
زر ۱ ۲ ۲ 
.اھ (س) ق (س) دس .رق (س) ه (س)] | - أه (س) ق (س) دس 
= ق ۲۱)ه( )۲‏ ق (.) ه (۰) - ۶ ۲(۰) ۱۳۱ ۱۱۳۱ ٩-۶‏ 
مثال | إذا كان ق (۱) ۲۶ » ق(٢)ء۔۵ء‏ ۶(3)- ۷ ۰ ۱4(8)-۲۳, 
فماقيمة ‏ | (س'+ا) ق (س بسس) دس ؟ 
افرض ص - س بم س مه دكا مسا لم ۳ رسأ + ۱) 
دس 
د ص 


(٣ ۲‏ س'+١)‏ 
عندما س دا ه ص )١(‏ + ۱(۲)-۶ 


هم دس - 


60 به ص ۰ (۲) + ۲(۲)- ۱۶ 


د ص 


0 


١‏ 7 14 جح 
| (سآ+) ق (س +۴ س) .دس > ] (سا+() قارص). 
۳( س + ۱) 


۳: 
imê 
۶ ۳ 


ل (ق )١٤(‏ - ق(4))ء ۱۱۷-۲۳ 
۳ ۳ ۳ 


رس بالضرب ب !أ واضافة وطرح جتا س للبسط 
۲ 7 
۲ ۲ چاس + جتاس -جتاس 


۾ 3 لخن ا 
۰ جتاس + جا س 


3 
۲ 
- ۰) - لو |جتاس + جاس | ۱ ۱ 
شب صفر ۰ 


صفر 
TE ٠‏ 9ت ika E‏ 
ه ۲ ۲ ه 


مثال | حل المعادلة التفاضلية : قا' ص . 2گ + ظاس ظاص - . 
دس 


د لس ظا ص 
۲ 5 ار سے 
قا ص رص - جا ررس | قا صد .رص = | جا ارس 
ه هم 
7 


مثال | الشکل اتخاور يقل العلاقة بين السرعة والزمن سیم بحرت علی خط 
مستقیم من نقطة ثابتة و ء جد: 3 


[1] إزاحة ا جسیم في الفترة الزمنية [ ۰ » ۲ ] 


للا السافة التي یقطعها ا جسیم في الفترة 
الزمنية [ ۰ » ۲ ] ن 


[1] إزاحة الجسيم في الفترة الزمنية [ ۰ » ۲ ] 


1 
۰۱۱۱/۲۱ - 1۱۱۱ L-i. E, = 


[1] السافة التي یقطعها الجسيم في الفترة 
الزمنية 5 0 زگ 
- الساحة اگصورة بين ع (ن ) واحورن . 


7 
یا [ظ هه | نشد | كضةه 
۲ ۲ ۲ 


۱۹۳ 


الهندسه الفضائية 


القطوع ا خروطیة : هي المنحنيات المستوية الناجّة من تقاطع مستوى معين 
مع مخروط دائري قائم مزدوج في أوضاع مختلفة . 


أنواع القطوع ا خروطیة . 


_١‏ إذا كان الستوی القاطع عموديا على ا حور ولا يحتوي على الرأس ء فإن تقاطع الستوی 
مع السطح ا خروطي في هذه الحالة يسمى دائرة . 


؟_ إذا کان المستوى القاطع مائلا قليلاعلى ا حور ویقطع فرعا واحداء فإن تقاطع الستوی 
مع السطح ال خروطي في هذه الحالة يسمى قطع ناقصا . 


_٣‏ ذا زاد ميل الستوی القاطع لیصبح موازيا لستقیم على سطح ا خروط ويقطع 
فرعا واحدا فان تقاطع المستوى مع السطح الخروطي في هذه الحالة یسمی قطعا مکافئا . 


_٤‏ إذا قطع المستوى القاطع فرعي ا خروط ولا يحتوي على نقطة الرأس» فإن التقاطع في 

هذه اخالة يسمى قطعا زائدا . 

| تعریف] یسم النحنی الذي ترسمه نقطة تتحرك في المستوى شت شروط معينة 
با لحل الهندسي لهذه النقطة . 


ومعادلة اگل الهندسي هي علاقة جبرية بين الإحداثيين السيني والصادي للنقطة 
المتحركة (س۱ءص) . 


الدائرة 
| تعريف | الدائرة هي امحل الهندسي لنقطة تتحرك في الستوی بحيث تبقی على بعد 
ثابت من نقطة ثابتة . أ ( س ص | 
حيث البعد الثابت : نصف قطر الدائرة ( ر). 
النقطة الثابتة : مركزالدائرة (م): 
الصورة القياسية لعادلة الداثرة التي مرکزها ( د » ه) وطول نصف قطرها يساوي 
(د) هي: رس - د )+ (ص اه] - را 


جد معادلة الداثرة التي مرکزها ( ۵ ۰ -۸) وطول نصف قطرها (۲1) وحدة. 


رس (س - ۵ )+ (ص + ۲۸ - ۲ 
تذکر 


) قانون البعد بين النقطتين (س, » ص)ء شم » صم‎ Ul 
۲) د رس - س, )+ ( ص - ص,‎ 
[گ] إذا كانت أ- (س » ص | ء ب = ( س, , م ) فان إحداثيي نقطة منتصف القطعة‎ 
س ۽ س ص + صم‎ 5 
المستقيمة أب هما | لاا سس‎ 
.= بعد النقطة رس » ص,) عن المستقيم أ س + ب ص + ج‎ 
س + ب ص + جا‎ | 


[۲ بآ 


نصف قطر الدائرة عمودي على الماس عند نقطة التماس . 
|[ العمود النازل من مركز الدائرة على أي وتر فیها بنصف هذا الوتر . 


لاحظ أنه لإيجاد معادلة الدائرة بالصورة القياسية يجب معرفة كل من مركز الدائرة ونصف قطرها . 


اكتب معادلة الدائرة التي مركزها النقطة(-۲, -س) ومر محيطها بالنقطة 
.)£١(‏ 


راب (- ۱-۲ )+ -)٤-۴-(‏ ۵۸ 
معادلة الدائرة: (س ١+‏ )+ (ص + ۲ ( = مه 
مثال | اكتب معادلة الدائرة التي نهايتا قطر فيها هما النقطتان (-۹ء -؟) , 
((620) . 
مرکز الداثرة - ( 57 جا 4+۲7 | - (-۳۸۸]) 
® شر 


(القطر)! - )== Ae‏ = ور 
معادلة الدائرة: (س ٤+‏ )آي (ص - ۳]- ۵۰ 
اكتب معادلة الدائرة التي مركزها النقطة (- ۲۰۳ ) وقياس طول محيطها 
= 7۳ وحدة . 
رس محیط الدائرة = 7۲ 7۲۸ ه دد ۶ وحدات . 
معادلة الدائرة: (س +۳ )۲+ (ص -٢)ء‏ ۱۱ 


معادلة الداثرة إذا مست آحد اگورین وعلم إحداثيات الرکز ( د » ه) . 


- اخالة الاولی : مست المجور السيني . ر- مطلق الاحداني الصادي للمرکز . 
- الحالة الأولى : مست ا حور الصادي . ر - مطلق الإحداثي السيني للمرکز. 


جد معادلة الداثرة التی مرکزها (۲۰) » وتمس محور السینات . 


رال ددا ۲-۱۲ 


معادلة الدائرة: (س - ٤‏ )"+ (ص - ۲)۲- ۶ 


جد معادلة الداثرة التي مرکزها (-,-بم), وتمس محور الصادات . 


رس ر -|-۲|-۲ 


معادلة الدائرة: (س +۲ )+ (ص + م)'- 4 
معادلة الدائرة إذا مست اگورین وعلم طول نصف القطر( ر) . 
الرکز ( د »د ) إذا وقعت في الربع الأول . » المركز = (<د» د) إذا وقعت في الربع الثاني . 
المركز = (-د»-ر) إذا وقعت في الربع الثالث . » المركز = (د - د) إذا وقعت في الربع الرابع . 
جد معادلة الدائرة التي يقع مركزها في الربع الثاني وتمس محوري السينات 
والصادات » علما بأن طول قطرها 1 وحدات . 
ری ے٣‏ م الرکز ۔ ۴۳ ] 
معادلة الدائرة: (س +۳ )+( ص - ۱۲۔۹ 
معادلة الدائرة إذا مست ال حورین وعلم إحداثیات إحدى نقاط التماس . 
رء مطلق الإحداثي السيني لنقطة تماس الدائرة مع ا حور السيني أو 
ر = مطلق الإحداثي الصادي لنقطة ماس الدائرة مع ا حور الصادي . 
المركز =( د »د ) إذا وقعت في الربع الأول . » المركز = (-د» د) إذا وقعت في الربع الثاني . 
المركز = (-د»-ر) إذا وقعت في الربع الثالث . » المركز = (د»-د) إذا وقعت في الربع الرابع . 
جد معادلة الدائرة الواقعة في الربع الرابع والماسة للمحورين الإحداثيين علما 
بأنها تمس محور الصادات عند ( . , - ۵ ) . 


راغل) د -|-هاء ه » للرکز -(۵, -۵) 


معادلة الدائرة : رس ۵ )+ (ص + 1)۵- ۲۵ 
جد معادلة الداثرة التي مرکزها (۲ ۰ ۲] » وقس الستقیم س - ٤‏ . 


د =£ = 
معادلة الدائرة: (س - ۲ )+ (ص -۲)۳- ۶ 


جد معادلة الداثرة التي مرکزها (۲۰۲]) » ومس الستقیم ص = | . 


رشل) 4١-١١١‏ ص = 1 


معادلة الدائرة: (س ۳ )+ (ص ١‏ )= ۱۱ 


| مثال | جد معادلة الدائرة التي مركزها )٥٤٤(‏ ء وقس المستقيم ص - ] س ٣-‏ . 
رس ص - ۲ س -۲ ےھ _اس باص +۳ =. 
ر (-۲)+۱۱۸) ١ ۱٣+‏ 


۵ TOL 


معادلة الدائرة : (س - ٤‏ )۲+ (ص ي 


جد معادلة الدائرة التي تقع بأكملها في الربع الرابع و تمس المستقيمين 
ص - ١‏ , س ٣‏ علما بان طول نصف قطرها ۲ وحدات . 


> ادوم 1 
الإحداثي الصادي لمركز الدائرة ع -۱- ۲ - ٤‏ 
”. مركزالدائرة ۱۱۵ مدع ) 
معادلة الدائرة : (س - 1 )+ (ص + )2۲ ٩‏ 
| مک ]| جد معادلة الدائرة الي مم على اليم ص ٢_‏ س ‏ ۶ = . 
وتمس محور السینات عند النقطة (۰۰۱) . 
الإحداثي السيني للمرکز - ۱ 
ے۔ مرکزالداثرة - ۱۱ ه) 


مركز الدائرة یقع على الستقیم 


وھ ھے ت نج مھ هد ٦٦‏ 


اس اس 


.*. مرکزالدائرةۃ ‏ (۱ء 1) 
الداثرة تمس محور السینات سه د .| ۱۰۱1 
.*. معادلة الدائرة: (س - ١‏ )+( ص - ٦)ء ۳٣‏ 
جد معادلة الدائرة الواقعة في الربع الأول و التي تمس محوري السينات والصادات 
ويقع مركزها على المستقيم ص + س٤‏ . 
الدائرة تمس ا حورین وتقع في الربع الأول ه الرکزء (ر, ر) 
الرکز یحقق معادلة الستقیم سه ربر۔ی] ہے آدءدة ے ردا 


الرکز = (۲ ۰ ۲ ) 
.. مفادلة الدائرة: (س ‏ ۲ )+ (ص- ۲ )۱ ۶ 


الصورة العامة لعادلة الدائرة 


بفك الأقواس في الصورة القياسية السابقة للداثرة » جد أن : 
سأ _ ۲ س د + + صا ك 
سأ + صا ۲ ر س ٣۲ھ‏ ص + وآ ھا ےر 


وبفرض أن: - دل » -ه - ك» وا 


تنتج الصورة العامة للدائرة | سآ + صا + ال س +اك ص + ج ء . 


حيث مرکز الدائرة (- ل , - ك | = ( - نصف معامل س »- نصف معامل ص ) 
وطول نصف قطرها وال نید ۸ لب ی 


ملاحظة يجب أن تتوفر الشروط الاتية معا فی الصورة العامة لمعادلة الدائرة : 


. المعادلة من الدرجة الثانية في س , ص‎ _ ١ 
.۱ < آ_ معامل شأ = معامل ص؟‎ 
٠ = المعادلة خالية من الحد س ص أي أن س ص‎ _ ۳ 
۰.) ر‎ _ 
: جد مركز وطول نصف قطر الداثرة التي معادلتها‎ 
. - ٩ - س ۽ صا + ص‎ ٤ سأ‎ 
. ٩ - سأ + صا وس + وص‎ 
٩-- ك ۱ , ج‎ , ۲٣ ومقارنتها بالصورة العامة جد أن : ل‎ 
)١-,15( مركز الدائرة‎ 


فوع رل( ۱ هو اا وة 


جد مركزوطول نصف قطر الدائرة التي معادلتها : 


۴سآ ٣+‏ ضع ]اس ۲١ص ۲٤‏ = . 


بقسمة طرفي العادلة علی ۲ ے سا + صا وس ٤+‏ ص -م -. 

ومقارنتها بالصورة العامة جد أن : ل ۲۳ , ك ۲۰ء ج ۸-۰ 
مركزالدائرة (۲,-۲) 
دی (-۲)+(۲)۲--۸ را 2۱1 ۶ وحدات. 

ماقيمة ج بحيث العادلة سآ +صاأ _ ۸ س + .٠ص‏ + ج د. 
تمثل داثرة قطرها ۱۶ وحدة ؟ 

(اخل) القطر - ۱۶ ه ردلا 
ومقارنتها بالصورة العامة جد أن : ل ٤“‏ , ك ۵ , ج =؟ 


لاما (-ع)أ+ (ه)!_ج هه ۶۱۹ء١‏ ج هسه ۳ 


ملاحظة يفضل استخدام الصورة العامة لإيجاد معادلة الدائرة في حال : 
۱ علمت (١)نقاط‏ تمر بها الدائرة. 
۲ _ علمت نقطتان تمر بهما الدائرة و وقع مركزها على مستقيم معلوم . 


جد معادلة الدائرة التي تمر بالنقاط )١21١(‏ ۰ ۰۱-۰۲۱ ۰۳۰۲۱ 


رس الصورة العامة لمعادلة الدائرة هي : سآ + صا + آل س + اك ص + تب 5 
(۱۰۱) خقق معادلة الداثرة سه ( ۲۸۱ +(۲)۱+ ال )١(‏ +٢نك(ا)+ج۔.‏ 
ه آل + اك + جد -م )١(...‏ 


(۲ ۱-۰) خقق معادلة الدائرة ہے ( ۲/۲ +(-١)أ+]ل(1)+‏ ]لك (-۱)+ج -. 
سه ول ]ل + جاع -نق ,۲(.۰) 


(؟»") خقق معادلة الدائرة سه +۲)۲٢(‏ ("#)' +] ل )٢(‏ + ٢ك‏ (")+ جد =. 
ه ول +ال + ج ۱۳-۰ ۳(۰۰۰) 
بطرح العادلة ١(‏ ) من العادلة ۲۱ ) بطرح العادلة ( ١‏ ) من العادلة (۳) 
لخذف ج. اق حت:. 
- ۱( ل ال +دج ۲-2 ) -۲(۱ل + اك + ج --۲ ) 
٤ل ٩‏ 0 مھ بدن ء ل + اك + ۱۳ 
7 ؟ ل + وك - - ۱۱ ...(۵) 
بجمع المعادلتين (٤)و(۵):‏ آل ۶ ك - -۳ ...(:) 
آل + ۶ ك > - ۱۱ .. 


بتعویض لے في العادلة ( ۶ ) : 1 )ول ۲ مك ۱ 


بتعویض ل ا » ثك ١-‏ فى العادلة (۲) ےھ 
١ ۲‏ 
(٤‏ ) -۲(-۱)+ج ء ۵ سے ج۷۰ 


معادلة الدائرة: سا + صا + ۲( ) س ٢+‏ (-۱) ص + ۷ - 


: سآ + صا ۷ س -؟ص + ۷ د . 


جد معادلة الداثرة التي مر بالنقاط (۰۸۱) ۰ (۰۰۷) ۰ (۵ »-۳. 
(اخل) الصورة العامة لمعادلة الداثرة هي : سا + صا + ؟ ل س + ك ص + ج 


(۰۰۱) خقق معادلة الدائرة ہے ( ۲+۲)۰۱+۲)۱ل (۱) + ۲ .)+ ج ۔. 


ہے آل + ج -( )١(...2‏ 


(۰۰۷) خقق معادلة الدائرة ہے ( ۲/۷ + (60+]ل (۷) + ال +)١(‏ ج = 


له وال + ج = وع...(1) 


(۵ ۳-۰ خقق معادلة الدائرة ہے ( ۵+ (-۳)آ+۲ل (۵)+ 5ك (-۳)+ج 
سے .ال - ٦ك‏ + چ و۳ ۳(۰.۰) 
بطرح العادلة ( ١‏ ) من المعادلة (۲ ) 
ال + ج - -وع 
-( ۲ + ج --۱) 
A= = ۲‏ 
که ل .۶ 
عوض ل ٤-‏ في العادلة (۱) سه ۲ (-۶) + ج 
عوض ل -4 » ج - ۷ في المعادلة (۳) 
١‏ 
9 
١‏ 
“. معادلة الدائرة: سأ + صا - ۸ س + ص + ۷ -. 


جد معادلة الدائرة التي تمر بالنقطتين (-۳,-۱) ء (124) ويقع مركزها 
على محور الصادات . 


0 ا وھا لش فک 
الرکز یقع على محور الصادات . 

فتصبح العادلة : سأ + صا + ]ال ص + ج د . 

.-ج+)١-(ك۲+‎ (١ -( + خقق معادلة الدائرة سه (-س)‎ )١-»۴-( 


سه د إل + ج ۱۰ )١(...‏ 


سه )£-(٠١‏ اك + ۲۶۷ سه د 


441 ا خقق مانت اتا سه غ + 17 آ73 1ث ج 
سه ۲١ن‏ + جد 805 ...(۲) 
بطرح المعادلة (۲ ) من المعادلة (۱) 
- ال + ج= ۱۰ 
٤٢‏ لك + جاع ۵۲) 
٣‏ ۶اك ٤ء‏ ے لك ۲-۰ 
بتعویض ل - ٣-‏ في العادلة )١(‏ سه ۲(-۲) + جد .۱ 
ہے ش11۰6 


.. معادلة الدائرة : سا + صا - 1ص - ۱۱ د . 


جد معادلة الدائرة التي تمر بالنقطتین (" -٠)ء‏ (۵۰۱) ویقع مركزها على 
محور السينات . 


رس الصورة العامة لمعادلة الدائرة هي : سآ + صا + ۲ ل س + ك ص + ج = . 


ك- : | الرکزیقع على محور السینات . 
فتصبح العادلة : سأ + صا + ۲ ل س + ج د . 
(۱-۰۳) خقق معادلة الدائرة ہے (م)ا+(-)'+]ل(م)+ج-. 
هھ ال اج ۱۰2 ۱(..۰) 
[1 كقۇ معادلة الائ سے 21017 بل 17و ج۔ 
هه ول + ج = ۱٦1‏ ۲(۰۰۰) 
بطرح العادلة (۲ ) من العادلة (۱) 
1 ل + ج = ۱۰ 
(ل+جہ٭ ۲1] 
4 لو ۱( کت ل 
بتعویض ل - ٤‏ في العادلة (۱) سه 1(1) + چ و 
.*. معادلة الداثرة : سأ + ص +۸ س - ٣٣‏ - . 
جد معادلة الداثرة التي تمر بالنقطتین ۰/۲۰۱( ۳-۰) ویقع مرکزها على 
الستقیم ۲ س + وص - ۷ . 
هه الرکز (- ل - ك ) بقع على المستقيم ٣‏ س + ء ص - ۷ 
سول - ۶ ئ۷ ...)1( 
الصورة العامة لمعادلة الدائرة هي : سأ + صا + ۲ ل س +اك ص + ج د . 


(1,-]) خقق معادلة الداثرة ه ( 0۱+ (-۲)آ+۲ل +)١(‏ ۲ ك (-۲) + ج 


(۶ ۰ -۳) خقق معادلة الداثرة ہے (5)4 + (-سم)أ+؟ ل (4)+ لك (-۳۲)+دج -. 
۳ ۸ ل - 1ك + ج = ۲۵ ۳(۰.۰۰) 
بطرح العادلة (۳ ) من العادلة (۲ ) و بحل النظام الاتي 


۲ ل هوك +ج = - ۵ 


عضول وك دلا )١(...‏ 
-(8ل -1ك + ج --۲۵) 


۲ (-1 ل +۲ ك = °( ...)£( 


- 1 ل + اك = ۲۰ CEY est‏ 
-۔۵ال = 


بتعويض ل 6 في المعادلة (؛ ) 
0۵ 32 
۾ ك - ل فی العادلة (۲) 
١ 0‏ 


)لامج 


5 معادلة الدائرة : سا + صا _ كك س + ل ص + 


جد إحداثيات الرکز وطول نصف القطر لكل من الدوائر الاتية : 


۲ ۲ 
[1] صا + ۷۱ -س )۱۱-۲ ]٢[‏ (۲س -)۲ + (+ص+۹)ء 
۷ ۷ 


+ صا ١1‏ () (٣(س‏ _س))' + (۳(ص+٢))۱۔‏ ۲۷ 
٩‏ (س )+ ٩‏ (ص+۲)۲ - ۲۷ 
کا (س _-۳)+ (ص+۲ )۲ ۳ 
للرکز (۳۲,-۲) » د ,۳ 


جد معادلة الداثرة التي طول نصف قطرها ۶ وحدات ویقع مرکزها على محور 
السینات وعلی الستقیم ۲ س - ص 1١‏ . 

2 افرض الرکز (د » ه) 
با أن الرکزیقع على محور السات ف للرکز ( د ۰ ۰) 
(د » ۰) خقق معادلة للستقیم سيه د -.۱-۰ ه دد" 


المركز ۱۰۷۳۲۱ + دد٤4‏ 
معادلة الداثرة : (س ")أي صا ۱1 


جد معادلة الدائرة التی تمر بنقطة الاصل, وطول نصف قطرها ۱۳ وحدة 
والإحداثي السيني لرکزها - ۱۲ . 


رس (س - د )+ (ص - هه )۲ - را 


سج ۱۲+ (ص - ه )۲ = ٠1۹‏ 
الدائرة تمربنقطة الأصل له ( معا ها ۱ 
حم ها ء ۰۱2۶-۱1٩‏ ۲۵ ےو سے 3 ۵ (دائرتان) 
الاولی : المركز (-۰۱۲ ۵) , د- ۱۳ الثانية : المركز (-۱۲,-۵)» د- ۱۳ 
(س+ ۱۲+ (ص - ۵ )۲ - ۱1۹ (سج ] ()' + (ص + ۵ )۱1۹۰1 
معادلتا قطرین في دائرة هما: س + ۲ ص = ۱۷ , سدس ص ۲ جد 
معادلة هذه الدائرة علما بأن طول نصف قطرها 4 وحدات . 
رس يتقاطع القطران في مركز الدائرة . 
۳ س _ ص۔٣‏ هم ص ۳ س _۳ . . نعوضها في المعادلة الأخرى لإيجاد نقطة التقاطع . 
س + (٣‏ س -۲) - ۱۷ ہے .اس - ۲1 ے س - 11 - ا 
المركز لل غا ) 
+ معادلة الدائرة : ( س - سل )"+ ( ص - 1۶ )۲ ۲۵ 
جد معادلة الدائرة التي مس محور الصادات عند النقطة (۳۰۰) وتقطع 
محور السینات في نقطتین |حداهما (5, ۰) . 
افرض الرکز (د » ه) 
وما أن الدائرة تمس محور الصادات عند النقطة (۲۰۰) 
يصبح المركز (د » ۲ ) 


TT E‏ س 


ص 


وغ )ممق سان اتدائرة Fa‏ از مت ۴ e‏ 
چ ۸۱ - ۱۸ د+ راب ۹- را سه ۱۸ر 


۰ معادلة الدائرة: (س - ۵)آ+ ( ص ۳ )د ۲۵ 


جد معادلة الدائرة التي تمر بنقطة الأصل وتقطع من محوري السينات والصادات 
الموجبين ( £ ) وحدات » (1 وحدات على الترتيب . 
رس من هندسة الشكل ا جاور نلاحظ أن القطعة المستقيمة 
أب تمثل قطرا في دائرة أن الزاوية أ م ب محيطية قياسها 
9۹۰ 


مرکزالدائرة = ( و ۳ ۱۳۸۲۱۵ 
۲ ۲ 


رڑے عط 1ا عع ]۱۲۵ 


.*. معادلة الدائرة: (س ‏ ۲ چ (ص ۳ )د١٠‏ 


جد.معادلة الدالة التی فس مجور الضادات عند النقظة ١‏ ) وتشطع محور 


)4 مركز الدائرة (دء‎ ٣2 
٣۔ابن من هندسة الشکل ا جاور أذء‎ 
بتطبيق نظریة فيثاغورس على المثلث م ن ب‎ 
۲8 2 ۱۳۱ ۶ سے را‎ 
کے بت‎ 
مركز الدائرة ( ۸۵ ۶ العمود النازل من مرکز الدائرة على‎ 
. کت ۱ ۱ أي وتر فیها ینصف هذا الوتر‎ ۱ 
۲۵ )د‎ ٤  ص( معادلة الدائرة: (س - ۵)آ+‎ .*. 
جد معادلة الذائرة التي مس محور السینات عند النقطة(- ۰۶۲ ) وتقطع‎ 
. من محور الصادات الوجب وترا طوله ۶ ۳۱ وحدة‎ 
(افغل) مرکز الدائرة (- ۰۲ د)‎ 
من هندسة الشكل ا جاور ک0 0راو ین‎ 
يتظبيق نظریۃ ففاضورين لی اللات هن‎ 
)مہ ۳۱ ٦ر سه ردة‎ ٢( له را‎ 
) ۶۰۲ -( مركزالدائرة‎ 
۱۱ ۲ ۶ - معادلة الداثرة : (س + ع)' + (ص‎ .*. 


اذا كانت الداثرة سآ + صا ۷ س + ب ص + د - . مس محور الصادات فى 
2 النقطة (۳۰۰] » فجد قیمة ب , د . 


الصورة العامة لمعادلة الدائرة هي : سأ + صأ + ۲ ل س +٢ك‏ ص + ج 
مقارنة المعادلة المعطاة بالصورة العامة : 


لا ۔ ٤‏ هم الإحداثي السيني للمركز ۔ !ل 
و الدائرة تمس محور الصادات في النقطة (., -") 
7 مرکز الدائرة ( كل ,2 ۲) ۱ رد 
ہے 1 
(..-") خقق معادلة الدائرة ہے (۰)'پ(-۳)'-۰(۷)+٦(۔-۲۳ابدے.‏ 
ہے دده 
| مثال | جد قيم ج بحيث العادلة ساب صا ٦‏ س وص + ج د ٠‏ تمثل دائرة . 
ل وت ۲ 


العادلة تمثل دائرة عندما ر 2-10 ج <. 


(-۳) + (-۲)- ج <‘ هھ [۱۷- ج .هبر( ج >. 


سه >١‏ ج 


| مثال | إذا كانت النقطتان (۶۰۲) » (1 أ) هما نهایتا أحد أقطار دائرة تمر بنقطة 
الاصل , آوجد قيمة أ, ثم أوجد معادلة هذه الدائرة . 


مركزالدائرة =( 1+۲ , 4+أ |( شكلم 
۲ ۲ 


کس -2 + [] 
7 


سأ + صأ -۸س - ٤(‏ + أ ) ص + جدء . 
الدائرة تمر بنقطة الأصل ه ( ۰) لو ( )١ (۸)١‏ - [(ع+أ)(:) يج 
له ج=. 
فة فتصبح معادلة الدائرة : سآ + صا - ۸ س ٤(-‏ + )ص د . 


(۰۲) خقق معادلة الدائرة سه )١(‏ + (4)' 8 (]) (ع+أ)(4)ء. 


ہے ٤‏ -1(-_5أع. ہے و سه أ دم 
۰ معادلة الدائرة : سأ + صا مس اص . . 
إذا كانت النقطتان (-", ؟ ), ( ج» 6 ) هما نهایتا قطر لداثرة تمس محور 
الصادات فأوجد قيمة ج, و معادلة هذه الدائرة . 
رس الدائرة تقع في الربع الثاني 


مركز الدائرة ۔(۶۳۴+ ج۔, ]خ1 )- | ,۵| دح م 
۲ ۲ ۲ 


ص 


رس ب د )+ (ص - ۵ )= رآ 
(-۲۰۳۲) خقق معادلة الدائرة 


سه (-۳پر)آ+(۲)۵-۲ را 


ہے 1-۹ د تچ مب فا وا 


ہے 1۲-۱۸ ر بت تچ پچ ر ے ۳ 
۳+ 
7 
.. معادلة الدائرة : رس ب ۳)آ+ (ص - ۵ ا ۹ 


| مثال | جد معادلة الدائرة التي تمس الستقیم ص _ل س في النقطة ۸۲۱ ۳۳۷ ) 
ويقع مرکزها على محور السينات الموجب. ۲۲ ص 


رٹ و (۳, (FY‏ 
ك ZAR‏ 


ے۳ هم ۔٣+جہ‏ ۔ 1 4 ج ۲٣‏ 


ر= بعد المركزعن المستقيم ص . 


ص ۔ ا س ے ا س _ ص د . 


۳ ۳۲ 


۲:3 
|( ۱-5 ۳ 
فتصبح معادلة الدائرة (س ۲د )آم ص'ء را 
الام |7 تمق ماه الدائرة سف ۴ = )ا 


سس یت ۹-] ار +ورآ+ ۲و را هم ر- ۲ 


.. معادلة الداثرة (س - ٤‏ )آم صا. ٤‏ 


جد معادلة الداثرة التی تمس الستقیم س ۳ ص = . عند نقطة الاصل 
ویقع مركزها على الستقیم ۲ س + ص + ۱- . 


ميل المستقيم س ۳ص ۔ . يساوي 3 
(س - د )+ (ص - ه) ‏ را 


](س د) +۲(ص - ه)* تت . 


الرکز (د » ه) يحقق معادلة الستقیم ۳ س + ص + 2۱ .۰ 
سه ]| د + هھ +2۱ . ۳ 
عوض ه - ٠‏ د فى العادلة (۲) هه ۲ د ۳ د +۱- . سه د١١‏ عوض في المعادلة )١(‏ 


ےهھ۔۔-۔(١)۔-۳‏ 
الدائرة تمربنقطة الأصل ہے ( ما وا ب+اءرا سيه راے. 
.*. معادلة الدائرة (س- +')١‏ (ص +۳ )ء٠٠‏ 
| مثال | جد معادلة الداثرة التي مس الستقیم ۴س + ٤‏ ص -١1-‏ . عند النقطة 
(۱۰) ونصف قطرها ( ۵ ) وحدات . 
7 مبل سار 2۰ ' ميل الستقیم العمودي على الماس = مك 
خد معادلة الستقیم العمودي على الماس عند نقطة التماس 
ص-اء کے رس )٤-‏ 
الرکز (د » ه) یحقق معادلة العمودي هم هب ١۱(د‏ -4) 
النقطة (۱۰۶) تقع علی الداثرة سه ۶ -د)+ (۱-ه )۲۵-۲ 
عوض ه ‏ ۱ 2 (د -4) فی العادلة (۲) 
۳ ۳ 


3 هاج (د -4)- 


۵ ها ٤(‏ -د) (۱ب ) - ۲۵ 
س ( ٤‏ د)آ- ۹ 


لله ٤‏ اد دم 
د <۱ 


بالتعويض في المعادلة :)١(‏ ه ۲۰ عندماد ۱ » ه غ0 عندما د - ۷ 
( دائرتان ) 
الأولى مركزها (۱ء-٣)‏ الثانية مرکزها (/ا» 4 ) 
ومعادلتها (س - ۲)۱+ (ص + ۳ )"= ۲۵ ومعادلتها (س - 0)'+ (ص - ۵ )"= ۲۵ 


جد معادلة الداثرة التی تمس كلا من محور السینات الوجب ومحور الصادات 
الوجب والستقیم ٤‏ س + ۲ ص - ۰.۱۲ 


رس المركز (د » د) 


eS, 
(۶)آ+(۲)۳‎ | 


ے | ۷ر اھر دائرتان 7 
هسه ۷ر ١(١دور‏ 2 ۷ر ۵-1۲ رد 
۲ در - ۱۲ ۲ - ۱۲ 
ر 1 را 
العادلة الاولی العادلة الثانية 


رس 1 )+ (ص - 2۲/1 ۳۱ (س ١‏ )+ رص - ١)١‏ 


| مثال | جد مراکز الدواثر التي بساوي نصف قطر کل منها (۳ ) وحدات والتي مس 
الستقیمین س - ٤‏ » صدا . 


انظر الشكل ا جاور 
بفرض أن ( أ ء ب ) أحد المراكز المطلوبة 


اب - ۳۲۶1 
ب -1 2 * ۳ 


ب = ۲ , ب ٩-‏ 


هناك ( ۶ ) دواثر 


الراکز الطلوبة : (۲۶۱) 
)٩۰۱(‏ 
)۷ء۳( 
٩ ۰۱۷(‏ 


القطع المكافىء هو : المجل الهندسي 
للنقطة ن (ص۱:ص) المتحركة في 
المستوى التي يكون بعدها عن نقطة 
الکافیء ) مساويا دائما لبعدها عن 

مستقيم معلوم ل ( يسمى دليل 


_ محور القطع المكافىء هو المستقيم المار بالبؤرة والعمودي على الدليل . 
رأس القطع المكافىء هو نقطة تقاطع محور القطع المكافىء مع المنحنى . 


. الرأس والبؤرة يقعان على محور القطع‎ _١ 
. آ_ الدليل یکون دائما عموديا على محور القطع‎ 
. الرأس بقع في منتصف المسافة بين البؤرة والدليل‎ ۳ 


. بعد الرأس عن البورة = بعد الرأس عن الدلیل = ج‎ _٤ 
ج.‎ ٢٢ بعد البؤرة عن الدليل‎ _ ۵ 
دائما.‎ ١- (ه)هوالاختلاف المركزي للقطع الکافیء‎ _1 
. القطع المكافىء يكون متماثلا دائما حول محوره‎ _۷ 
الصورة القياسية لمعادلة القطع الکافیء الذي رأسه‎ 
1/۱ 
محور التماثل يوازي محور السینات‎ _ 
. و فتحة القطع إلى اليمين‎ 
: معادلة القطع الکافیء هي‎ 
(ص - ه)۲ - ء ج (س - دا‎ 


_ معادلة محور التمائل : ص د ه 


_ البؤرة : (د + ج»› ه / 


_ معادلة الدليل: لل = د - ج 


_ محور التماثل يوازي محور السينات 
وفتحة القطع إلى اليسار. 


معادلة القطع المكافىء هي : 
(ص ه)۲ - -: ج (س - د) 


_ معادلة محور التماثل : ص = مہ 
_البؤرة: (د- ج » ه) 


_ معادلة الدلیل: س ‏ د + ج 


۳3 
_ محور التماثل يوازي محور الصادات . 
و فتحة القطع إلى أعلى . 


معادلة القطع الکافیء هي : 
(س - د )۲ - ٤‏ ج (ص - ه) 


_ معادلة محور التماثل : س = د 
_ البوّرة : (د» ه + ج ) 


_ معادلة الدلیل : ص = ه ‏ ج 


_ محور التماثل يوازي محور السینات 
و فتحة القطع إلى آسفل . 


معادلة القطع الکافیء هي : 


( س - د )1 = -ء ج (ص - ه) 


_ معادلة محور التماثل : س ےد 
_البؤرة: (د» ه ‏ ج ) 


_ معادلة الدليل: ص = ه + ج 


ملاحظة لإيجاد معادلة القطع المكافىء في الصورة القياسية يجب معرفة : 


_١‏ اخاه فتحة القطع. 
۲ _ إحداثيات الرأس . 
۲ قيمة ج . 


جد معادلة القطع الکافیء الذي رأسه (۱ ۰ -۲) وبورته ۰۳-۱ -۲) ۱ 
(اغل) اجاه فتحة القطع للیسار. 


۶-۲ ١ ج‎ 


معادلة القطع هي : (ص +1" = -۱1(س - ۱) 


مثال | جد معادلة القطع الکافیء الذي رأسه (۱۰۳۲) ومعادلة دليله ص +۱-. 


رس اخاه فتحة القطع لأعلى . 


ج -۱- 2۱ ۲ 


معادلة القطع هي : رس -۳)ء ۸ (ص - ۱ ) 


جد معادلة القطع الکافیء الذي بؤرته (-۲ ۲) و دلیله محور الصادات . 
رس اقاه فتحة القطع للیسار . 


آج۔ ہے لحف ج -ا 


رآس القطع الکافیء )۲7 +۰۱ ۲ ۶ (۳۰۱-۱) 


معادلة القطع هي : (ص ۲۳ - -۶(س +۱) 


(اخل) اجاه فتحة القطع لأسفل . 
۲ج - ۶ ؟ ہے ج ۱-2 


رأس القطع الکافیء ۰۲-۱ ۱+۲) - ۳-۱ ۲] 


س 


معادلة القطع هي : (س +۲)۲ = ٤-‏ (ص -۲) 


جد معادلة القطع الکافیء إذا كان هو مجموعة جميع النقط التي كل منها 
على مسافات متساوية من النقطة (-۰۰۲) ومن المستقيم س ۲ . 


بورة القطع : (-۲ ۰ ۰) U‏ معادلة دليله: س -۲ 
جاه فتحة القطع للیسار. 


ابید رت ,۲۳۵ 

رأس القطع الکافیء (-۲ +۲ ۰ ) < . 
معادلة القطع هي : صا = -م س 

| مثال | جد معادلة انقطع الکافیء الذي رأسه النقطة (-۰۳ ۵) ومحوره يوازي محور 
الصادات ومر منحناه بالنقطة (-۵ , ۷) . 1 

رس ااه فتحة القطع لأعلى . 
معادلة القطع : (س + ۲)۳ - وج (ص - ۵ ) 


( ۰۵ ۷) خقق معادلة القطع ہے 


(۔۵ + )= ٤ج(‏ ۷ -ن) سه ۸-۶ ج هم ا 


3 
۾ معادلة القطع هي : (س + ۲)۳- ۲ (ص - ۵ ) 


جد معادلة القطع الکافیء الذي بؤرته النقطة (-۵۰۲) ویتقاطع دلیله مع 


محور مائله في النقطة (۵۰۶) . 


ااه فتحة القطع للیسار . 


زا ہے ج٣‏ 


رأس القطع (-۵۰۳+۲) - (۰۱ ۵) 


معادلة القطع هي : (ص ‏ ۵) = -۱۲(س )١‏ 5 


جد معادلة القطع الکافیء الار بالنقطة ( ۵ ۲۰), ومحور السينات مس رأسه 
عند النقطة ( ۳ ۰۰) . 1 
(اخل» اخاه فتحة القطع لأعلى . 
رأس القطع ( ۰۰۳) 
معادلة القطع : رس -۲)۲ - وج (ص - ۰ ) 
( ۲۰۵ ) خقق معادلة القطع ےھ 


(۵ ۳ء ۶ج (۲) ہے ٤ء‏ ۸ ج لله جد 


.۾ معادلة القطع هي : (س _-۳٣)؟۔‏ ۲ ص 


جد معادلة القطع الکافیء الذي بورته نقطة الاصل ورأسه مركز الداثرة التي 
معادلتها سآ + صا _ 1 س +۵ د . 2 


۰۰۳۲ ( o 


ه رأس القطع ( ۰۰۳) 
لقاه فتحة القطع لليسار 
جے ء٣‏ .= 


معادلة القطع هي : ص - -۱۲(س -۲) 


جد معادلة القطع الکافیء الذي معادلة محوره س -۲ » ومعادلة دلیله 
ص ١‏ » ور منحناه بالنقطة ( 1۰1). 
اخاه فتحة القطع لأعلى . 
رأس القطع (۲» ج )١+‏ 
معادلة القطع ( س -۲)۲ ۰ ٤ج‏ (ص -ج-١)‏ 
( 1۰1) خقق معادلة القطع ها 


(1 )= ٤ج( ٦‏ ۔جہ-۔۱١ا)‏ ه 11-.] ج وجا بقسمةطرفيلمعادلةعلى؛ة سه 
وترتيب الحدود 
جا وج بو -. ہے (ج -2٤)(جہ‏ ۔١)ء.‏ هه ج٤‏ »ج دا 
عندما ج =£ عندما ج ١١‏ 


معادلة القطع هي : ( س -2۲)۲ (٠١‏ ص )٥-‏ | معادلة القطع هي : ( س -5)"- ۶ص -]) 
جد معادلة القطع المكافىء الذي محوره يوازي محور الصادات » وبؤرته النقطة 
( ۵۰۲ ), وير بالنقطة (۳۵۰۰) ويقع رأسه أسفل بورته . 
(اخل» اجاه فتحة القطع لأعلى. 
رأس القطع (۲» هاج ) 
معادلة القطع (س -۲)ء وج (ص -۵+جہ) 
)٤,۵۰۰(‏ خقق معادلة القطع ها 


(.-۲)اء ٤وج‏ رهم ه+ج) 


ص 


له £ = ٤ج‏ (ج - ۱,۵) ه ٤جآ‏ اج =٤‏ . 


حتف اجا ت٣ج‏ ےوہ ےے۔ زوه + ]) ( ج )ی 
ے ج دآ » ج .1 کا مرفوض 


9 معادلة القطع هي : ( س )= ۸ (ص -۳) 


| مثال | جد معادلة القطع الکافیء الذي رأسه نقطة الأصل وهر دلیله بالنقطة [ ۳۰۱۳ ]. 
9 حانت 


الجاه فتحة القطع لليمين. اجاه فتحة القطع لأسفل . 


جاءد١‏ ص ج-۔٣‏ 


97 معادلة القطع هي : صا - ء س ۳ معادلة القطع هي : ہیا ے ۱۲ص 


جد معادلة القطع المكافىء الذي محوره هو محور السينات ودليله هو محور 
الصادات ويبعد رأسه عن مركز الدائرة سآ+ ص؟  ٤‏ مقدار يساوي طول قطرها . 


رس ساپ صا ٤‏ هي دائرة مرکزها ( ۰ »۰) ونصف قطرها= ۲ . 
طول القطر ۔ ٤‏ . 
حالتان 


الجاه فتحة القطع لليمين. اجاه فتحة القطع لليسار. 
الرأس ( ۰»۶) » ج - ۶ الرأس (-۰۰2) » ج4 


ص س 


معادلة القطع هى: صٴ - ١1‏ (س - ) معادلة الة : صا = ١1-‏ ( س + ء) 
ي هي 


جد معادلة القطع الکافیء الذي رأسه النقطة ( ۲ ۳۰), ومحوره يوازي محور 
السینات وبورته تقع على الستقیم ص ‏ س . 
راخ انظر الشکل الجاور. 
البوّرة ( ۲+ ج ۲۰ ) تقع على الستقیم ص ‏ س 


ہے ۲۰۲+ ج له ج١٠‏ 


.*. معادلة القطع هي : (ص _-۳)٢۔ ٤‏ (س ؟) 5 


جد معادلة القطع الکافیء الذي محوره يوازي محور الصادات ورأسه یقع علی 


الستقیم ص دس , ویر بالنقطتین ( ۲۰۰ ۰ ( ۳۲۰۶). 
(راخل) انظر الش کل ا جاور 


ص 
الرأس يقع على المستقيم ص س 
لهسا الرأس (د»د) 
معادلة القطع : ( س- د )۲ - ٤‏ ج (ص د) 


القطع مرب ۱ ۲۰۰) هم 


( . ہدااءەءجہ( ۳ ها ... )١(‏ 
القطع مرب (۳]) ےھ 


[ع )اء ج( ها ا 

بقسمة المعادلة (۱) على (۲ ) هھ د له ۸-۱1 د + واي وا 
( ء -د) 

عوض د ۲2 في العادلة (۱) سه ٤‏ ۔٤جہ۔(‏ ۳ -۲) هه ج -ا 


ہپس ۸ 3 - ۱1۱ وم د- ]۲ 
۰" معادلة القطع هي : (س-۲)ء ٤‏ (ص - ۲) 
حل اخر 


ما أن النقطتين ( .»") , (24) لهمانفس الإحداثي الصادي 
تكون معادلة محور التماثل: س - ٤٤‏ 


3 هه الرأس (5ه) 


اخاه فتحة 
معادلة القطع : 


أيضا الرأس يقع على المستقيم ص س ه الرأس (۲۰۲) > القطع لأعلى 
القطع يمرب( ٠‏ 


رس-؟۱)۲ء ٤‏ ج (ص - ۲) 
)٥‏ سه (. ۔٢)أا.ءءجہ( ٣‏ ۔٢)‏ سھ جاد| 

۰ معادلة القطع هي : (س- ۲۲ - ء (ص - ۲) 

اکتب معادلة القطع الکافیء الذي بؤرته النقطة ( ٠١١‏ ) ومحوره يوازي محور 


السینات ويمر منحناه بالنقطة ( 


0%( . 
(اغل) ‏ حالتان 
اخالة الأولى : اجاه فتحة القطع لليسار. 
رأس القطع : (۳+ جء )١‏ 
معادلة القطع : ( ص -۱)- - ٤‏ ج ( س - ۲ - ج) 
القطع مر بالنقطة ( 


۵۸۷) ے (۵-۔١)؟.۔۔-۔ی٤؛جہ(.‏ ۔٢_‏ ج) 


س 1-](ج + وجا هيد سج پل ےت کہ 


ہے (ج+٤)(ج-ا)‏ = .٠ه‏ جا جد ×٤-‏ مرفوض 


)٤- (س‎ :-- ')١- معادلة القطع هي : ( ص‎ ٠ 

الحالة الثانية : جاه فتحة القطع لليمين . 

رأس القطع : (ع« اج )١‏ 
معادلة القطع: ( ص -۲)۱- وج ( س +٣-_‏ جہ) 7 بت 
القطع مر بالنقطة (۵۰۰) ه (۵- ۲/۱ ؛وجہ(. -۲+ جہ) 


ہے ١۱ء‏ زوج دوجا هھ جا_#اجا .-٤‏ 


qa‏ (ج -٤)(ج+ا)‏ = .له جاءة, جہء ۱ مرفوض 


“. معادلة القطع هي : ( ص -۲)۱- ١1‏ (س ب )١‏ 
الصورة العامة لمعادلة القطع المكافىء 


| ۱] معادلة القطع المكافىء الذي محوره يوازي محور الصادات هي : 
ص - سآ ۽ ب س اج مزع . » أءبءج لاح 
وتكون: اچّاہ فتحة القطع لأعلى عندما أ موجبة . 
جاه فتحة القطع لأسفل عندما أ سالبة . 
و معادلة محور التماثل هي الإحداثي السيني لرأس القطع: س ء << 
7 3 2 ۳ 


معادلة القطع المكافىء الذي محوره يوازي محور السينات هي : 
س - صا + ب ص + ج ‏ [أع. » أ»ب»ج دح 
وتكون: اجاه فتحة القطع لليمين عندما أ موجبة . 
جاه فتحة القطع لليسار عندما أ سالبة . 
و معادلة محور التماثل هي الإحداثي الصادي لرأس القطع: صء << 
١‏ ۰ ۳ 


ملاحظة : يفضل استخدام الصورة العامة لإيجاد معادلة القطع المكافىء في حال : 
_١‏ علمت (۳) نقاط مربها منحنى القطع الکافیء وعلم اجّاہ محور التماثل . 
؟_ علمت نقطتان مر بهما القطع المكافىء وعلمت معادلة محور التماثل . 


جد معادلة القطع المكافىء الذي محوره يوازي محور السينات» وير منحناه 
بالنقاط ( "1 (), ۰۳۰۱۱( ۲ ۳۰۰) . 


رس س - صا + ب ص + ج 


القطع يمرب ۱ ۱,۳) ا 7 ,7 


له أدب وج ۳2 ... )١(‏ 


الفط مرب( ۳۸۱ سه اد ١‏ وا ا و 
ہے ١۹‏ +۲ ب + ج1 ۲(.۰۰) 


القطع مرب ( ۳۲ ,-م) ہے ۲۳-[(-۲) رب (-۲) + ج 
ھت 3ے ٣ب‏ دا ی (۳) 
بطرح المعادلة ( ١‏ ) من العادلة (۳) 


بطرح المعادلة ( ١‏ ) من العادلة (۲) 
۲ب ب جا ۲ 


4 +۲ ب با ج 1 


- ( + ب‌+ج ۲2 ) < ( [ هب بج ۲2 ) 


۸ ابص ربب( ۸ - ۶ب ۰-2 ۰۰۰ (۵) 


بطرح العادلة (۶ ) من العادلة ( ۵ ) 
۸ - ۶ب ۰2 
¬ (۸ + ۲ب =۲( بتعویض ب ل في العادلة ( ۵ ) 
ه6أ- ۶ () - : 


= ۳ سه جد 


جد معادلة القطع الکافیء الذي مر بالنقاط ( ۰۱۱۰۰ ۲۱۰۲۱ )۲١۴(۰‏ 


ودليله يوازي محور السينات . 
رس الدليل يوازي محور السینات له محورالقطع المكافىء يوازي محور الصادات . 
ص - ا سآ + ب س + ج 


القطع مرب (۱»۰) ہے 3ك ی ای له ج ١٠١‏ 


افطع مرد آ ا سه اا0 ) زج 
ہے 1١۳‏ ياب د ۰ ...(۱) 
القطع يرب [ 8 هه ie Fo FSF‏ 
سے 1۹ بطب ۱ ۰۰۰ (۲) 
بحل النظام المكون من المعادلتين(١)و(1).‏ 
٦‏ +آاآب 


[٩(۲-‏ +۲ب 
بتعویض - ا في العادلة ۲۱ ) 


سب ۹ )٣با‏ للها ب 


| مثال | جد معادلة القطع الکافیء الذي يمر بالنقطتين ( ۱۰۰۸) 241 وة 
هو محور السينات . 
رس معادلة احور ص 
س - أصا + ج 
الفط غرف ١81‏ حت 140+12۸ رف ہے ...+ ج ۸۵ 


القطع مرب( ۶۰۶ ) ہے و - 1( )يوج له ۱1[ +ج.ء 


بطرح العادلة (۲ ) من العادلة ( ۱ ) . 
۰+ ج ۸ ۱ 5 فى العادلة )١(‏ 


-(۱۱] + ج -ء ) 


5 ۳ ۱ 
۶ ۱ ۶ هه | 
۱ ۲ 


.*. معادلة القطع الکافیء : 


| مثال | جد معادلة القطع الکافیء الذي هر بالنقطتين | ۳ ۲۷۲۰ ومعادلة 
محور قائله س - ۲ . 


رس ص سآ + ب س + ج 


معادلة ا حور س ۲ سه ٢.٠٢‏ له إ٤‏ أ+بد. 
1۲ 


القطع مرب ( )١ ٠١۳‏ ا ( عا 


له ١۹‏ بطب شرع ۳ ...(۲) 
القطع هرب ( ۳۰۵) يمه ۵۱1-۳] مب ب(۵ )اب 
له ۲۵[ دوب وج ۳۲ ۰۰ ۳(۰) 


بطرح العادلة (۲ ) من العادلة (۲ ). 
۵ + هب + ج ۳ 
٩ (-‏ +۲ب + ج = )١‏ 
٢+ ٦‏ بے۔٤ٗ‏ به یز ...(5) 
بطرح العادلة (۱) من العادلة ( 5 ) . 
عوض [ ل في العادلة )٤(‏ سه 


۵ )+ بد اسه بدا 


إيجاد عناصر القطع المكافىء إذا علمت معادلته 


عين الرأس والبؤرة ومعادلة ا حور ومعادلة الدلیل للقطع الکافیء : 
زس ۲)-۱۲(ص - ۰۱۳ ثم ارسم منحناه . 
رس مقارنة العادلة العطاة بالصورة القياسية لها وهي : 
(س - د )= ٤‏ ج (ص - ه) 

اجاه فتحة القطع لأعلى . 
الرأس | ۲ 1۳۰ , مج ۱۲ ه نج ۳2 
البؤرة ۳+۳۰۲۱) -1۰۲۱) 
معادلة اگور س ۲۰ » معادلة الدلیل ص - ۰۳-۳ . 


س - ۲ 


جد إحداثيي الرأس والبؤرة ومعادلتي الدلیل وا حور للقطع الکافیء : 
صا۔ -۸(س -۲) 
راخل) مقارنة العادلة العطاة بالصورة القياسية لها وهي : 
(ص - ه)۲ - -۶ ج (س - دا ااه فتحة القطع للیسار. 


الراسن:( ۰۲ ”٤ج7٠۸‏ ہے ج دا 
البؤرة ۰۲-۲۱ ۰) - ( ۰.۰۰) 
معادلة ا حور ص ٠=‏ » معادلة الدلیل سد ۲+ ۲  -‏ 


جد إحداثيي الرأس والبؤرة ومعادلتي الدلیل وا حور للقطع الکافیء : 
۲ سا _ مص = . 
۲ سأ - ۸ص ے سآ م ص 
مقارنة المعادلة الأخيرة بالصورة القياسية وهي : ( س - د )۲ - ء ج (ص - ه ) 
ااه فتحة القطع لأعلى . 
الرأس (۰۰۰۱) , ءزج -ء سه ج ٠‏ 
اقیقد اس نز۱۳۰ 
معادلة ا حور س -. » معادلة الدلیل ص ۱-۱-۰ 
جد إحداثيي الرأس والبورة ومعادلتي الدلیل وا حور للقطع الکافیء : 
(ص + ۲/۱ - وس - ۸ 
(رص +۲۱ ء (س -۲) اخاه فتحة القطع للیمین . 
الرأس (۱۲) , و ج -ء هه جد دا 


البؤرة (۲+ ۱-۸۱ (۱-۰۳۲) 
معادلة احور ص - 2١-‏ معادلة الدليل س ‏ ؟-١-‏ ۱ 


جد إحداثيي الرأس والبؤرة ومعادلتي الدلیل وا حور للقطع الکافیء : 
(ص - ۱) ۱(۲ س )۲ 


مقارنة العادلة الأخيرة بالصورة القياسية وهي : (س - د )۲ - ء ج (ص - ه ) 
اجاه فتحة القطع اعلی . 
الرأس ۱۰۱۱) » ء ج - 


(۱-س )اد (ص-۱) ہے (س -۱) 1 رص - ۱) 


ے سس مه < 
البقرة ( ۱۰۱+ ) 2-۰۱۱۰ ) 


معادلة اگور س ١-‏ » معادلة الدلیل ص 1-۱ ۰ ۷ 


جد معادلة ا حور وإحداثيات الرأس للقطع الکافیء: ص ‏ ۱ سآ + ۳ س + 1 
۸ 


ECD‏ للعادلة العطاة بالصورة العامة لها وهي : ص - سآ ہپ ب س ۽ ج 


ص حل (0۲) +۳( )+1 - 4 
س ۱۲ 1 
الراس (۰۱۲ ۲۶ ) 


جد إحداثيي الرأس والبورة ومعادلتي الدلیل وا حور للقطع الکافیء : 


. ص _ سآ + ٦س ۱۳ د‎ ٤ 


رت نكتب العادلة ٤‏ ص _ سأ + ٦س‏ "م١‏ -. بالشكل سا 1س - وص ۱۳ 


وبإكمال المربع في س ( بإضافة مربع نصف معامل س إلى طرفي المعادلة ) 

سا _ ٦س‏ + ٩‏ = عو ص ۱۳+ ٩‏ 
اقاه فتحة القطع لأعلى . 
الراس ( ۱۶۲ ,م مج ۶ 
البؤرة (۱+۱۰۳) ۱ ۲۰۳) 


ہے (س ۲/۳ وص _ ع ۶(ص - ۱) 
سه ج ۱ 


معادلة ا حور س ٣٣‏ » معادلة الدليل ص .=-١-١‏ 


جد إحداثيي الرأس والبؤرة ومعادلتي الدلیل وا حور للقطع الکافیء : 
۸ س - ٩ص‏ + ۱۸ص +۳۳ - . 
٩ص‏ - ۱۸ص ۸ س + ۳۳ 


رصا أ ص ) = ۸ س + ۳۳ 
رصا ۲ص +۱) ۸ س + سم ٩+‏ 
۹ص - 1)۱- ۸ س + ۲ 


البؤرة ( + لء )١‏ ء ( 
£ 4 


معادلة اور صد ٠‏ » معادلة الدليل س ٢ے‏ 
٤‏ 
جد إحداثيي الرأس والبؤرة ومعادلتي الدلیل وا حور للقطع الکافیء : 
٤‏ صأ ‏ ٤س‏ - ۸ ص -۳ 
٤‏ صأ- ۸ ص ۔ ۶ س +۳۲ 
(٤‏ صا ۲ص ) ۔ ٤س‏ +۳ 
٤‏ (صا_ ۲ص +١۱)۔‏ ۶ س ٣+‏ +ع 


(+ (س‎ ٤ -')١ - ص‎ ( ٤ 


(ص ]جر (س ہے اخاه فتحة القطع لليمين . 


الراس ( 2١۱۰ء ٤‏ جہ١١‏ ہے جد 


البؤرة اس ہل ء ١۰۱٦‏ ۱) 


0 
8 


معادلة الور ص١١‏ » معادلة الدليل س ا - 
المعادلة ص - -1(س + م)' ‏ ۵ تمثل قطعا مکافٹا . أجب عما يأتي : 
_١‏ حدد ااه فتحة القطع . 
۲ _ جد إحداثيات رأس القطع . 
_٣‏ جد معادلة محور التماثل للقطع . 
_٤‏ جد الإحداثي الصادي لنقطة تقاطع منحنى القطع مع محور الصادات . 


راغل) رس بم" 17 رص + ۵) 


- 
اجاه فتحة القطع لأسفل . 
الرأس (عدسيدم) 7 معادلة اور : نس - 
ص ع 17( +٠‏ ۵-1۳ 2 -۵۹ (الإحداثي الصادي لنقطة تقاطع منحنى القطع مع محور الصادات ) 
س - ۰ 
جد إحداثيي الرأس والبؤرة ومعادلتي الدلیل وا حور للقطع الکافیء : 


۲ صا ماص ۶-1 س 


ری 


بقسمة طرفي العادلة على آ ہہ صا وص ۲٢_٤٢‏ س 
صا ء ص + £ ے ٢-۳‏ سبع 


( ص - ۲) ۲-۲ (س - 3 ) 


ص - + + معادلة الدلیل س ۔ + نے 
مثال إذا كانت صأ ١‏ +صے وس اك هي معادلة قطع مکافیء رأسه 
( ۵۰۵) فأوجد قيمة ك, ثم اكتب معادلة هذا القطع على الصورة القياسية ء 
وأوجد كل من بؤرته ومعادلتي محوره و دليله . 
رس الرأس یَحقق معادلة القطع حه (0)- +18[1ے 1٣‏ (۵)- ك 
مه كد00 
فتصبح معادلة القطع: صأ  ٠١‏ ص - و س - ۵ 
صا ١٠١‏ ص +۲۵ -۶ س ۵ +۲۵ 
(ص - ۵) 1 - ٤‏ ( س - ۵ ) الصورة القياسية لمعادلة القطع . 
اقاه فتحة القطع للیسار . 
:# جد{ ه جدا 
البؤرة ۰۱۵۱-۵۱ ۵۰۶۱ 
معادلة اور ص =۵ » معادلة الدلیل سح ۱+۵ - 1 
مثال | إذا كانت ( ۳۲ ,-۱) هي بورة القطع الکافیء الذي معادلته 
رص +  ۲)۱‏ -۸ (س + د) فما قيمة الثابت د. 
راغل) ااه فتحة القطع للیسار. 
الرآس (-د-۱) , ٤ج۸‏ سه جدا 
البؤرة (- د ۱ 2۱ ۱۲۳-۸۴ 
ود ۲۶۲ هه د= - ۵ 
| مثال | جد إحداثیات النقاط التي تنتمي للقطع الکافیء صا م س - . والتي تبعد 
عن بؤرته مقدار ( ۱۰ ) وحدات . 


راف مان سے هر ضر مس اقا جه القطع للیمین. 


الرآس ( ۰ ج - ۸ ہے ج دآ » معادلة الدلیل سے . ]= ( 
: س + ] > . 


البؤرة ۰۱+ 25 )١٠‏ ( 
افرض النقطة الطلوبة (أ» ب) 

بعد النقطة عن البؤرة - بعدها عن الدليل . 
٠ے‏ ۰۱۱ ۱ب ) + 17 ہے |1 +٣إء ٠۰‏ 


OME 


أمثلة متنوعة 
قطع مکافیء رأسه نقطة الأصل ومعادلة دليله ص ٤٤‏ فإذا كان منح: 
القطع مر بالنقطة ( ۸ ۰ د) فأوجد قي قيمة د. کل 
رس اجاه فتحة القطع لأسفل . 
جادة 
و معادلة القطع هي : سآ ۱1ص 
( ۰۸ د) خقق معادلة القطع به (۲/۸ - -۱۱(د) 


سم د = 4 


جد معادلة القطع الکافیء الذي رأسه نقطة الأصل ومعادلة دلیله 
ص - -[ » أ ٠>‏ وهر بالنقطة ( 1۱۰۱ . تب 


(اخل) اجاه فتحة القطع لأعلى . 
جہ ۔أ 
معادلة القطع : سأ ء أ ص 
( ۱۰۱) ققق معادلة القطع ه (۲/۱ - ۱(1۶) 
له أ 


.*. معادلة القطع هي : سا ص 


جد إحداثيي الرأس والبؤرة ومعادلتي الدليل وا حور للقطع الکافیء : 


٤ 


اقاه فتحة القطع لأعلى . 


الرأس ( ١‏ .) ۾ ء ج 2 ده ج -ا 


(١ لله‎ )١+۰۰( البؤرۃ‎ 


مها دا سور سا 


معادلة الدلیل : ص -. -۱ 2 ۱ 
استخدم العلومات الواردة في الشکل ا جاور لإيجاد معادلة القطع الکافیء . 
رس الرأس ( ٠ء٠)‏ 1 
معادلة القطع صا ء ٤‏ ج س 
النقطة ( ٤۵7‏ ) خقق معادلة القطع 


له (:٤)؟۔۔ء؛جہ(۔ہ)‏ 


ےد اف سے 
۵ 


| مثال | من سطح الأرض قذف جسم رأسيا إلى أعلى حسب العلاقة : ف ( ۵ ) - ۰ ن-۵نآ» حيث ن 
الزمن بالثواني , ف الارتفاع بالأمتارہ احسب أقصى ارتفاع يصل إليه الجسم عن سطح 
الأرض مستخدما تعريف القطع الکافیء . 
(اخك) مقارنة المعادلة المعطاة بالصورة العامة لعادلة القطع الکافیء وهي : 

ف = أ نآ + ب ن + ج 
يكون اجاه فتحة القطع لأسفل . 
الرأس = ( در جک 
فا[ ۲۰ 


۰ آقصی ارتفاع يصل إليه الجسم عن سطح الأرض = الإحداثي الصادي للرأس = ۲۰ مترا . 


الشکل ا جاور ٹل جسرا 
معلقا ارتفاع کل من حامليه 

٠‏ مترا والمسافة بينهما ٠٠١‏ مترا 
وسلسلته على شكل قطع 
مکافیء» أدنى نقطة فيه على 


7 ۲ 5 س کے کھت 
ارتفاع ٠١‏ آمتار عن الطريق . 
سلاجم اع ۳۳5 
اخذا محور الصادات منطبقا على 
محورہ ومتجها نحو الأعلى 


والعمودي عليه من رأس القطع محورا للسينات . ثم أوجد طول القضيب الذي يحمل 
الجسر والواقع على بعد ۹۰ مترا من رأسه . 
(اخل» من الشكل نلاحظ أن اقاه فتحة القطع لأعلی . 

معادلة القطع : سأ ٤‏ ج ص 


النقطة ( )1١ 20١0‏ خقق معادلة القطع ہے (۰۰٥)ء ٤‏ ج (1۰) 
له ء ج ۱۵۰۰ 


معادلة القطع هي : سأ ۱۵۰۰ ص 
افرض نقطة تقاطع القضیب الذکور هي ( ٩۰‏ ۰ ص ) وهي خقق معادلة القطع 


هہ(۹۰)'.۔.۰٥۱١(ص)‏ ے ص - 1 - ۵,۶ 


وعليه فان طول القضيب د ۵,٤ + ٠١‏ = ۱۵,۶ مترا. 


مصباح كشاف في باخرة على شكل قطع مكافيء دوراني ( أي السطح 
الناشىء عن دوران قطع مكافىء حول محوره ) فإذا كان قطر فتحة المصباح ۲۰ سم 
وأكبر عمق له ۲۰ سم » أوجد البعد البؤري للمصباح ( أي بعد البؤرة عن الرأس ) . 
رس 7 
نختار المحورين كماهو مبین في الشکل ا جاور 
بحيث نقطة الأصل تمثل رأس القطع وبورته 
تنتمي حور السينات وفتحته إلى اليسار. 
الرأس ( ۰۰۰) 
معادلة القطع صأء ٤‏ ج س 
النقطة ( ۲۰ء ٠۵١‏ ) خقق معادلة القطع 


هد زج موه |۱۲ ننم يه گ٤‏ 


1 
بر البعد البوري الطلوب - ۳ کک 


صمم أحد الهندسین جسرا علویا مقطعه 

على شکل قطع مکافیء على آحد الطرق السريعة 

( انظر الشکل ا جاور) » فاذا كانت بورته على بعد رز 
(1 ) متر من الرأس وکان آقصی ارتفاع للجسر ( ۵ ) متر . احسب السافة الأفقية ( أب ) 
أ نقطة واقعة على القطع الکافیء : 

أ ج د أه ۷۰ م (من تعریف القطع الکافیء ) 

ھ ج دا قائم الزاوية في د : 


(أج)" - (۱د)؟+(دج) 

۲۸۷ = (1د/۲)۳۱+۲ 

0د هي أقماظقم. ہے ابلاغ 

إذا قطع منحنی القطع الکافیء الذي معادلته ص . مسا + ۵ س الستقیم 
الذي معادلته ص _٣س‏ اء. عندما سء فأوجد بؤرة ذلك القطع . 

راف سو اسه ص -۱۳ 1ے اس همض وک والتعويض في معادلة الستقیم) 
النقطة ( )٤١١‏ خقق معادلة القطع له 4-م(()'+ )١(42‏ هم ۱ 
معادلة القطع : ص - - سأ + ۵ س اجاه فتحة القطع لأسفل 

ص ‏ -(سا_ وس ) وبإكمال المربع 


مثال | بوابة على شكل قوس من قطع مكافىء 
كما بالشکل ا جاور فإذا کان أعلى ارتفاع لھا ۲۰ قدما 
وكان عرضها 1۰ قدماء أوجد ارتفاع البوابة عن 
كل من النقطتين التي تبعد كل منهما عن 


منتصف القاعدة مقدار ۱١‏ قدما. 


7 محوري الإحداثيات كما 
هو مبین في الشكل ا جاور . 
جاه فتحة القطع لأسفل . 
الرس ( ۲۰۰۰ ) 
معادلة القطع : سا -ءج (ص - ۲۰ ) 
النقطة ۰۳۰۱ ۰) خقق معادلة القطع 


مر ۴١‏ )آ ٤ج‏ (.-۴۰) pm‏ ٤ج‏ = ۶1۵ 
۰ معادلة القطع هي : سام - ٤۵‏ ( ص -۲۰ ) 
ے٤1‏ 
۵ 
وعليه فإن ارتفاع البوابة عن كل من النقطتين التي تبعد كل منهماعن منصف القاعدة 


مكاح 
دا 


عندما س - ۱1 له (1ا)'۔ - 2۵ (ص -۲۰) ہے ص 


يتحرك مذنب في مدار على شكل قطع مكافىء » 
الشمس بؤرته . و عندما يكون المذنب على بعد ( م ) وحدة 
فلكية عن الشمس تكون الزاوية المحصورة بين 
محور القطع والخط المستقيم الواصل بين الذنب 
والشمس 9۰ . جد أقرب مسافة بين المذنب و الشمس . 

( انظر الشکل الجاور) 
5 المكافىء هو أقرب نقاط القطع إلى البؤرة . 
( ج هي أقرب مسافة بين المذنب و الشمس ) 

بعد المذنب عن البوّرة = بعد المذنب عن الدليل 


فى المعادلة )١(‏ سه م + جہ هه ج 


أقرب مسافة بين المذنب و الشمس وحدة فلكية . 


ملاحظة : الوحدة الفلكية الواحدة > 11,1 مليون ميل . 


ص 


أطلقت قذيفة من مستوى سطح أرض أفقية إلى الأعلى وعادت إلى نفس 
المستوى» وكان مسارها على منحنى قطع مكافىء .فإذا كان أعلى ارتفاع وصلته القذيفة 
(۵۰) مترا وأقصى مدى أفقي لها هو( 2۰ ) متراء معتبرا نقطة الانطلاق هي ( ۰۰۰) 


)۵۰۰۲۰( 


جد ما يأتي : 
١‏ معادلة القطع المكافىء . 
؟ ) ارتفاع القذيفة عن سطح الأرض عندما یکون هذا 
الارتفاع مساویا للمسافة بين نقطة انطلاق القذيفة 
نختار احورین كما هو مبین في الشکل ا جاور . 
ا اہ فتحة القطع لأسفل , الرأس : (۵۰۰۲۰) 
معادلة ١‏ لقطع : (س ‏ ۲۰ | - وج (ص - ۵۰) 


(۰۰۰) خقق معادلة القطع سه ( . -۲)۲۰- - وج ( 
4 #ج - #۸ 


2 معادلة القطع هي : (س ‏ ۲۲۰ - ۸ (ص- ۵۰( 


۲ ) المطلوب ص عندماس = ص . 
عوض ص بدلا من س في معادلة القطع 
سے صا - ۶ص ہے -۸ ص وه 


سے صا _۲٣ص۔.‏ سه ص( ص ۲۲ -. 
له ص . , ص ۳۲۰ 


إذا كانت النقطة ( ۱۰۳) تمثل رأس القطع ء ومعادلة الدلیل : ص٠٢٢‏ 
رس جد معادلة القطع الکافیء . 

اخاه فتحة القطع لأسفل . 

ج = ۲ کے 
معادلة القطع هي : (س ‏ ۳)؟ = ٤-‏ (ص-١)‏ س 

ہے سآ 1 س + ۹۔ -وص + ع 


هھ ص۔ حل ( سا-1 س+ ه۵ ) 


س " - 


۵ 
حا |[ ( سا-٦‏ سب ۵ ).دس ۔ 
4 


7 
۳ 
] ۱۱۱۵ 5 E  ‌ ۵۱۵ + o_o) 1) 

۳ ۳ 


E 


, سد | 


إذا قطع منحنى القطع المكافىء الذي معادلته ص - أ سأ , > . مستطیلا 
مساحته ( م ) وحدة في رأسين متقابلین و اذ نطبق أحد أضلاع ١‏ لستطیل على محور 
القطع . بين أن القطع یقسم مساحة الستطیل إلى جزآین إحداها تساوي ۴ 
والأخرى 1 . 

۳ 

راغل) ترسم شکلا مناسبا کالش کل اقاور: 

إحدى نقطتي التقاطع ستکون ( ۰۰۰) 

والأخرى على الصورة ( ب » أب۲) » ب 


نا انا 


م, -] أ سا . دس 


القطع الناقص 
القطع الناقص هو امحل الهندسي للنقطة ن ( س, ص ) المتحركة في 
الستوی والتي يكون مجموع بعديها عن نقطتين ثابتتين ( تسميان البؤرتين ) يساوي 
مقدارا ثابتا ( طول ا حور الأكبر) . 


الشكل العلوي مثل قطعا ناقصا ( حيث م المركز) وفيه. 
حیث أ بعد الرأس عن المركز. 
۲ ) تسمی ب,» بم بورتا القطع ويكون ب٠‏ بم ١‏ ج (البعد البوري ). 
حیث ج بعد البورة عن المركز. : ۱ 
آء ب » ج أعداد موجبة 
۳ تسمی در ء دم طرفا ا حور الأصغر » ويكون در دم د۴ب ر أكبرهااً 
حیث ب بعد أحد طرفي اٹحور الأصفرعن المركز 
٤‏ ) محورا القطع هما محورا تناظر متعامدان وینصف كل منهما الاخر ويتقاطعان في 
نقطة تسمى مركز القطع الناقص . 


۱ ن ب ددن بل 2 11 ( من تعريف الة الناقص ) . 
۱ ۲ 
۲ 7 ۲ 


1) جاء | اب 


تعريف | الاختلاف المركزي للقطع الناقص ( هب ) هو النسبة بين نصف البعد البؤري 
إلى نصف طول ا حور الأکبر ۔ 


* الصورة القياسية لمعادلة القطع الناقص إذا كان مركزه (د, ه) ومحوره الأكبر 
يوازي محور السينات هي: 


١ 


(س-د)؟ (ص هااا 
و = 


ب 


معادلة اٹحور الأكبر ص = ه 
معادلة ا حور الا صغر س = د 


٭ الصورة القياسية لمعادلة القطع الناقص إذا کان مركزه (د, ه) ومحوره الأكبر 


يوازي محور الصادات هي: ( قطع ناقص عمودي ) ص 


( ص ھ)' (س۔د) ( د »هھ + أ ) راس 


۲ 
ےچ = ۱ 
7 ب" 
معادلة احور الأكبر س = د 
معادلة ا حور الأصغر صء ه 


ہہ سد اس اس لكك | للك ل .ہے سے سے 
3 


ملاحظة 2 
القام الأكبر في معادلة القطع 
الناقص مثل دائما أ . 

- إذا كانت أ أهي مقام القدار السيني 
فإن القطع الناقص أفقي . 

- إذا كانت أ اهي مقام القدار الصادي 
فان القطع الناقص عمودي . 


سس 


رأس ( ده - [) 


ملاحظة : لإيجاد عناصر القطع الناقص نكتب معادلة القطع بالصورة القياسية 
ونحدد نوعه ثم جد إحداثيات المركز وقيمة أء ب , ج ثم جد بقية العناصر . 


جد إحداثيات الرکز والرؤوس والبؤرتين» ومعادلة وطول كل من الحورين الأكبر 
والأصغر والبعد البؤري والاختلاف المركزي لكل من القطوع الناقصة الاتية : 


۱ 
۱( س هر 5 ۱ 


ی ۱سا (ص+دای 
10 ۳۹ ۸ ۲۵ 


۰ 
±( (ص+1ا سر _ ری 
٤ ۹‏ 


۳ .2 سأي ۹ص'ء١‏ 


۵ سآ+ و صا + ۱۸ س ۔ مص +۲۳۳ 1) (۱٦‏ س -۲)آ+ ۲۵( ص۔۳ )٢۔٠٤٠٣‏ 


۲ 5 
كل ۔ے ١‏ (العادلة في الصورة القياسية ) وبماأن ١55‏ > ۲۵ فالقطع عمودي 
١ ١ 5‏ 


( أ ۶ وه [ - ۱۲ ۰ ب۲۵ سه ب =۵ 


۰ م‎ ٠ 
ہے جا ءطولا‎ ۱۱۹ ء١٢٤۵‎ ۱٤٤ سباع‎ _ : 
)١١94[+ »2 .( الرأسان: (. » + ۱۲]) , البؤرتان:‎ 
). ۰۵ + ( طرفا ا حور الأصغر:‎ 
۲۶ -)۱۲( ۲1۲ معادلة ا حور الاکبر: س - . وطوله‎ 
۱۰ - ) ۵( ۲ معادلة اگور الأصغر: ص -. وطوله ۲ب‎ 


البعد البري = ۲ ج ٠٠۹1۲١‏ » الاختلاف المركزي ھ۔ ج ۔ ۱۱۹۲ 


أ ۱۴ 


|م (۶-س)ا (ص+ا)_ (س -٤)؟‏ (ص +۱)_ 
+ عا هي + ۱ 
۸۱ ۵ ۸۱ ۵ 
القطع آفقي . 


المركن | ۱۱-۶۶ أ ۸ بت ّ۹ ۳1 ب۲۵ سه ب د۵ 


جاء ۲۵-۸۱ - ۵1 سه جہن ]01 کور 
الرأسان ۰ وع ۹ء رزاع 2۱-۱۴ ۱-۵-1 
البؤرتان: اه ۲ ]٤١ء‏ -١)ء‏ )£+ ی م۱)ء, (4- طول )١‏ 


طرفا اٹحور الأصغر: ( 5 ۱۰+ ۵) 2۰۶۱ (5»-1) 


معادلة ا حور الأكبر: ص -- ١‏ وطوله 1۲ ۲ ٩(‏ )2 ۱۸ 
معادلة اٹحور الاصفغر : س -ء وطوله ۲ ب ۲( ۵ ) - ۱۰ 


كت 


البعد البؤرى = ٢‏ ج 9 ۰ الاختلاف المركزي هاء ب 
۰ 1 


۳ عم سأي ٩ص"‏ ۱ 
نكتب المعادلة على الصورة القياسية : 


معادلة ا حور الأكبر: ص = . 
معادلة اٹ حور الأصغر: س = . 
طرفا ا حور الأصغر: ) ۰ 
الاختلاف المركزي ه = : 


1 
۔١_ (۲صهبل),_س‎ (٤ 
0 ۹ 


,کے 4 (ص + )' 
4 8 ۹ 


0 


الرکز ( ٠١١‏ ۲] , = ہے ]۲ 0 
۶ کل - ۲ شه بت :| ۳ 


الرأسان : [ . ٭ ۲ ء )2 ۲۱ ۲-۰ ۰ (-۲,-۲] 
البؤرتان : ) دی ۳ 2 ۱۳ = را 2۳ (-رأ ۳۲ ٠‏ ') 


طرفا حور الأصفر: ۲۰۱ * ۱) ع(١٠٠۱)ء‏ ۰۱ ۳,۰) 


معادلة احور الأكبر: ص -- ۲ وطوله ۲[ ؟ (۲ )- ۶ 
معادلة ا حور الأصغر: لے ء وطوله ۲ ب - ۲ ( -۲ 


3 


البعد البؤري = ۲ ج - ۲,] ۳ » الاختلاف الركزي ه - = ۔ 
١‏ 1 ۲ 


۵ ۹ سام و صا + ۱۸ س ‏ مص + ۲۳ 

۹ سآ+ ۱۸ س ب وو ص ۸ص - ۲۳ 

۹(س+س) + و (ص۲- ۲ص ) - ۲۳ 

٩‏ (سآ+س + () + و (ص- ۲ص )١‏ دسم يبويع 


۹س +۲)۱+ ٤‏ (ص - ۳۱-۲۱ بقسمة الطرفین على ۳۱ 
(س +۲۱ , (ص- ۲ ر 


1 ہد جج القطع عمودي . 
الکو ٣اا‏ کے 


هد ۳۲ 0 ا٤‏ 
۹ - ۶ - ۵ سه تیا ۸ 


الرأسان: ۶۱۱۰۱ ۳ ۱22۱۷۰ ۲-۸۱-۱۸ ] 
البرتان : |۵۱۸۱ )۱۶| -۱۰۱جر ۵ )»۵-۱۸۱ ) 
طرفا اٹحور الاصفر : ۱-۱ + ۱,۲ )۶( ۱۰۱) ۰ ۳-۱ ۱) 


معادلة اٹ حور الأكبر: س -- ١‏ وطوله ۲[ ۳۱۲ )د 1 
معادلة اگور الأصغر: ص١١‏ وطوله ۲ب - ۲( ۲ )- ۶ 


البعد البؤري = ۲ ج ٢٢‏ ۵ » الاختلاف الركزي ه - << 3 
. 


۳ 
1 ۱۱( س ۲ )+ ۲۵( ص۔۳ )'۔ ۶۰۰ 
بقسمة طرفي المعادلة على ٠٥٠٤‏ 
رس - ۲" , (ص ۳ 
7 11 
الرکز ( ۲ » ۲] , أ أ ۲۵ 1 


سیب 


۱ القطع آفقي 


م بآ - ۱۱ سه ب دع 
جاء ٩-۱۱-۲۵‏ ه جہ۔٣٢‏ 


الرآسان : ( ۲ * ۵ » 2/۳ ۳۰۳-۱ ,۱ ۳۶۷) 
البورتان : ( ۲ + ۳۰۳ - ۳۰۱۳۱ ۰ ۳۰۵۱) 

طرفا اور الأصغر: ( ۸۲ ۲ )٤+‏ ۷۰۲۱ ۰ ۱۳۰۲۱) 
معادلة اور الأكبر: ص - ٣‏ وطوله ۲-1۲( ۵)د ۱۰ 


معادلة ا حور الأصغر: س = ۲ وطوله ۲ ب = ۲ ( ۶ ) - ۸ 


البعد البؤري = ۲ ج 2 1 » الاختلاف المركزي ه - = کس 


ملاحظة : لإيجاد معادلة القطع الناقص فى الصورة القياسية يجب معرفة : 
_١‏ نوع القطع ( آفقي أم عمودي ) . 
؟_ إحداثيات المركز. 
_٣‏ قيمة أءب. 


جد معادلة القطع الناقص الذي بورتاه النقطتان : ( ۶ ۰۱۲-۰ ۰۱۳۱ -۲) 


ورأساه النقطتان : ( ۸۱۳۲ -۲) ۰( ۰۳۲ -۲) »ثم ارسم النحنی البياني له . 


ص 
رس من المعطيات ( القطع أفقي ) 


المركز: ( خلا ت | )٠٠١۸(‏ 


0 


۶٣ى‏ ۱۰-۰۳-۱۳ سے Ol‏ 
ج د ۸-۶-۱۲ سه ج .۶ 


1: ۴ 


جن بآ سے 211 :18ے نآ ہے بآ ٩‏ 


۲ ۲ 
.*. معادلة القطع هي : سس - ۸] ۱۱ ۳ 
١‏ 7 ۹ 


جد معادلة القطع الناقص الذي بورتاه النقطتان: ( ۵ » ۰۱ ۱۰۱-۱) 
وطول محوره الأكبر (۸) وحدات » ثم ارسم النحنی البياني له . 


١ 


رس من المعطيات ( القطع أفقي ) 
فيكو | OCS a‏ و 
۲ ۲ 


)۷ +۱۰ ۲ ( 


( ۰1 ۱) 
۲ ج 1-۱-۵ هه ج ۳ 


5 8 سس 
۲ 1 ۸ ے ۱۔؛ 


کے ایا ید 35 1ب" ہے ن؟۔ ۷ 


( ۲-۱۰۲ ۷) 
۲ ۲ 
ماه ایب 1٣۶١‏ 
١‏ 1 ۷ 
جد معادلة القطع الناقص الذي بؤرتاه النقطتان: ( ۱۰۱۲۰۱ ۲۰۵) 
وطول محوره الأكبر يساوي 1 أمثال البعد البؤري له » ثم ارسم المنحنى البياني له . 
رس من المعطيات ( القطع أفقي ) 


المركز: (لخد, للخل )-۱۰۳۱۰) 


۱ = 


۲ ج ۵ ۶-۱ سه جہ۔؟ 


۲ 


ابات ہے ...سید اب 


/ ۲ 
وم اق د ۱ و 
11 


جد معادلة القطع الناقص الذي رأساه : ( ۳ ,۱۰۱۰۳ ۸۰۳) واختلافه المركزي 
2 ثم ارسم النحنی البياني له . 
رس من العطیات ( القطع عمودي ) . 
الركز: | ,لد ۱۳,۳۱۰ 


اسه ا۹ 
sop -‏ ) 


ہے ج دا 


.. معادلة القطع هي : 


جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه ( ۲ ۱۰) وإحدى بؤرتيه ( ۲ ۲۰) 
وطول محوره الأكبر ٠١‏ وحدات . 
(الحل) من المعطيات ( القطع عمودي) . 


١د١-!ءاج‎ 


۸ ۱ هه‎ ٠611 


۲ ۲ 1 


ج دب له ۱= ۵ ب هى دا 


۲ ۲ 
6ة7767ھھ ۰۱ ۱ اک ىز 
1 1 ۳۵ 


جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه ( ۲۱ ) وإحدى بؤرتيه النقطة 
( ۲۳7 ( واختلافه المركزي يساوي ۸, ۳ ثم عين باقي عناصره وارسم منحناه . 


(اغل) من العطیات ( القطع أفقي) . 


3 هد سم + - 


ج 
1 


۲ ۲ 
رالد اتسیو ال چا ۱ 
١‏ 1۵ ۹ 


الرأسان : ([ ١‏ + 4 , ؟) - (21؟) ۱۳۳۵۳۵ 
البؤرتان: | ١‏ + 5 < 1۲ = 1۸۵1 ۱۲۳۱ 


معادلة اٹ حور الأكبر: ص - ۲ وطوله ۲ ۲ ( ۵ )2 ۱۰ 
البعد البوري - ۲ ج ۸ ء الاختلاف المركزي ه - ات .ئ 


ا ۵ 
ص 


جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الأصل وأحد رأسيه النقطة 
)٠٠٠١(‏ وإحدى نهايتي محوره الأصغر النقطة (-8, ٠‏ ). 


رس من | لمعطيات ( القطع عمودي ). 


جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه ( ۵ )١‏ وأحد رأسيه النقطة 


( ۵ ۶۰ ) وإحدى بؤرتيه النقطة ( )٠١۵‏ . 


من | لمعطيات ( القطع عمودي ) . 


7 ج ء۱١-١٠‏ ۲ 


سس 2ے حت" سے نآت ۲۹ 


۲ ۲ 
.*. معادلة القطع هي : ا ا 
۳ 1 10 


| مثال | جد معادلة القطع الناقص الذي نهايتا محوره الأكبر النقطتان : »)١١21(‏ 
)١ ٠١ ۲ (‏ ونهايتا محوره الأصغر النقطتان : ( ۶ ۶۰) 2 (2۰۰). 
رس من العطیات ( القطع عمودي ) . 
سیر للخل حفیش )۱۸۰۲۱۰ 
٢ء ۱٦.٤-۱١‏ ہے ۱۔۸ 


آبع ۶ د ٠‏ - ۶ سے ب ۲ 


۲ ۲ 
بی وله الق هی ا آقاد کل ری 
5 14 


جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الأصل, ومحوره الأكبر على محور 
الصادات, وطول محوره الأصغر يساوي ٤‏ وحدات, وبعده البؤري يساوي م [ ۵ وحدة, 
ثم ارسم منحناه. 


(اغل) من المعطيات ( القطع عمودي ). 
ا ال هچ دا ف 


ب- ۶ سے ب- ۲ 


جد معادلة القطع الناقص الذي رأساه هما النقطتان : ( ۰۸۶۰۳ ۳۱ ,-4) 
ومر في نقطة الاصل . 


رخ من العطیات ( القطع عمودي) . 


الرکز: | ,ك )۰۰۲۱۰ ) 


2 تس زو و 
1 ۲ 
معادلة القطع : صل , اس ۳ و 
1 با 


۰۰۰۱ خقق معادلة القطع ها 


۳۳۹ 


جد معادلة القطع الناقص الذي مرکزه نقطة الأصل وہر بالنقطتین ( ۰۱ )١‏ 
یق ومحوره الأصغر ینطبق على محور السینات . 
1 


رس من المعطيات ( القطع عمودي) . 
.. معادلة القطع : E‏ 
ب 
( ۱۰,۱ خقق معادلة القطع ےھ 
١‏ 
بآ 
خر سے 1 7 
5-68 ۳ 


۲ ١ 
ع‎ 
1 بآ‎ ۲ 


نحل النظام الکون من العادلتین (۱) و (۲ ) بطريقة احذف . 


۳ ۱ ۱ 
۷ سب | 


۱ 
٭, معادلة القطع هي  :‏ + 
e‏ 


۳ 


قطع ناقص بؤرتاه بر ( ۱۰۰۶ » ب, (-4, ٠‏ ) والنقطة و (س ءص ) تقع 
على منحنى القطع بحيث أن محيط المثلث و ب, ب, يساوي ٤آ‏ سم , جد معادلته. 


ص 
9 


رس من المعطيات ( القطع آفقي) . 


| مثال | جد معادلة القطع الناقص الذي ہر بالنقطة 9" »> ؟) وبؤرتاه النقطتان : 
کت هم عون تذكر 


من تعريف القطع الناقص 


7 بين سطیات لطع مرو وب + وب - ۲[ 
المركز: ۱ ہت ٤‏ 


ص 
۲ 


۲ 
۲ ج - ۶ - .- ۶ له ج.- ]۲ 


من تعریف القطع الناقص و ب, + و ب, ٢أ‏ 


eS‏ عبار ی ورف عم 
۳ + ۵ < ۲ 


ااا جه تادا 

سأ اك ین 

1 11 
| مثال | جد معادلة القطع الناقص إذا كانت النقط (-۲ , ۵ ) و 92۱ 

من نهايات محوريه . ص 
0ضا ورد کے )| ١(اءها‏ 
۲ 

القطع آفقي . 
دغ داعم 


ب = 2۵0-۷ ۲ 


... معادلة القطع هي : اس - ۱ اص-ه)! 


1 


۱ = 


س 


جد معادلة القطع الناقص الذي نهايات محوريه النقط : ( ۲ ۰۱۱۰ (1٤٤٤)ٴ‏ 
ص 


Eee ۰۱۷۰۲ (‏ 
المركز: کک = )<£( 
القطع عمودي . 


أء ۷ =٤‏ ۳ 
ب =£ ۲۔٢‏ 


۲ ۲ 
.*. معادلة القطع هي : (س )۲٢-‏ + (ص )٤-‏ عا 
١‏ 7 4 


جد معادلة القطع الناقص بحيث أضلاع المستطيل أب ج د ماسات له حيث 


أ(21»:) »> ب ۱-1 ]0 ج (-1,- 5ا), د ( 47.1( . 


5 2 ۸ 
شل القطع أفقي. أ (1ء£( ب (۰17 4) 
0 ور تلط 
۲ ۲ 
> نكس 5 
آب = £ ۶ = 
۲ د 3 ج ۰1-1 2 
... معادلة القطع هي  :‏ “ل ب 0 عدت 


۳1 


| مثال | جد معادلة الة ع الناقص الذي مس كلا من الستقیمات : س ٣‏ » س 2 ۰۱۳ 
ص = ١‏ ,م ص = ۷ 5 

() القطع آفقی. 

المركز: 71 و 6جط 
۲ 


۹ ج ۳ے 2۳ 1 
آب = ۷ ۱ 2 ۸ 4 ب =£ 
س ۱۳۰ 


۲ ۲ 
اس - ۱۵ , (ص-۔٣‏ ےر 
۵ 1 
جد معادلة القطع الناقص الذي مرکزه نقطة الاصل والذي ینطبق محوراه على 
على محوري الإحداثيات , ومس ضلعي القائمة في الثلث الذي رژوسه ( ٠» ١‏ ۸) 


ص 


۰ معادلة القطع هي : 


۰.1۸۰۶۱ ۸۸۶ ۸ 


القطع عمودي . 
نقطتا التماس : ( ۸-۰۰ )۸ ۱ ۰۰۶). 


مساحة منطقة القطع الناقص - 7 أ ب 


قطع ناقص مساحته 7۲۲۰ وحدة مربعة ورأساه هما النقطتان ٠ ,٠-(‏ )» 
( ۰۰۵ ) جد معادلته. 
رس القطع آفقي . 
الرکز: | فد » نشن | ۰۱ 
۲ ۲ 
آ۵ --۵ء | ہے 1ت ا۵ 


لکن 7۲۰ = 7۲ (۵) ب ے بد4 


۲ ۲ 
.*. معادلة القطع هي : + - ۳۲ 
0 


مثال | جد نصف قطرالدائرة التي مساحتها تساوي مساحة القطع الناقص : 


0 


مساحة القطع الناقص - آب7 -(7)5()9 = 711 وحدة مساحة . 
مساحة الدائرة = را 7 = 7۲۳۱ سه را 1م هد -1 وحدات طول . 


جد مساحة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الأصل و بعده البؤري يساوي 
۲ وحدة ومر منحناه بالنقطتين ( ۰۰1 (-1, ۰). 


۲ ج = ۲ هه ج - 1 


ما أن ج - 1 ومنحنی القطع مرب ( ۰۰1 ۰ (-1, )١‏ فالقطع عمودي 
و ب =ا ۰ 
لکن جاء أ ب 


مساحة القطع الناقص = أب7 = ]م٢‏ (7)1 = ۲۳۳۱ 7 وحدة مساحة. 


۲ 


0 


ےہ ۳1ء إ'_ ٦٢‏ سه أ ۷۲ سس اس ۷ 


جد مساحة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الأصل وبؤرتاه من نقط محور 
الصادات والذي يقطع القطع الکافیء سأ + م ص - ٠‏ في نقطتين إحداثيهما 
الصادي يساوي ۲٣‏ » وان النسبة بين طولي محوري القطع الناقص - ۱: ۲ . 


۴ 
ری القطع عمودي ومعادلته ۽ س + 


8 


ا 00 07۰ ٤‏ س" 
ہے ہیں وڈ فتصبح معادلة القطع : سے 
1 1 


للقطع الکافیء: عندما ص٢‏ ے سأ + ۸(-۲])-. ہ نے ١1‏ 


0 


ہے س د + ۶ 
نقطتا التقاطع : ( 4 ,-1), (-4,-1؟) وخققان معادلة القطع الناقص . 


1 0 
نے ر هأ .14 ے أا 


و 7 ٢٢‏ 
۱ ا ۱ 41 


بم با = د 
۲ 


مساحة القطع الناقص = أب 7 = < r.‏ = ۲۶ 7 وحدة مساحة . 
۲ 


قطع مخروطي مركزه نقطة الأصل وأحد رأسيه ( 2۰۰ ) واختلافه المركزي 
١!‏ 1 وچ ارت ها اطع كم اج سما اھ کی رها سن 


القطع من الداخل . 7 
(اخل) من معطيات السؤال ( القطع ناقص عمودي ) . 


سم لد 8 سے ججاء ۳ 


نكن داه ا پا نف ا اا سب 


ب آ٤‏ سے ب- ] 


.۰ معادلة القطع هي : + ۱ 
١1 ٤ ١‏ 
مساحة أكبر داثرة مکن رسمھا وتمس القطع من الداخل 
د با 7 -74 وحدة مساحة . ( انظر الشکل ا جاور) 


سآ صا 


إذا علمت أن مساحة القطع الناقص الذي معادلته : 7 7۳ 


تساوي 7۲۲٢‏ وحدة مربعة فجد قيمة ل . 


ظا مساحة القطع الناقص - ل ( +۰۲۱۱ ۲۲۰ ل الا ۲۰۰ 
و 2-1 ال ار 
ہے ل-ء 2 لع X۵4‏ 


جد البعد البؤري للقطع الناقص الذي مساحته م وطول محوره الأكبر - ۲ أ. 


_١‏ المسافة بين رأس القطع الناقص والبؤرة القريبة منه هي أقصر مسافة بين القطع 
وهذه البؤرة وتساوي أ ج 
آ_ المسافة بين رأس القطع الناقص والبؤرة البعيدة عنه هي أكبر مسافة بین القطع 
وهذه البورة وتساوي + ج 


انظر الشکل ا جاور . 


و أ+ج للها 


جد معادلة قطع ناقص أحد رأسيه یقع في النقطة ( ۱۰۳) »2 وإحداثيات 
البؤرة القريبة من هذا الرأس ( ١١١‏ ) واختلافه الركزي يساوي 1 : 
(اخل) من المعطيات ( القطع أفقي) 


أ - ج ء٣٢-۱٢ )١‏ 


أ فى العادلة (۱) 


فى العادلة ۲۱ ) سه جد 11 ۶ 
۲٢ ۲‏ ۲ ۲ 
لکن جاء | اب سه ۳۱-۱11 - ب 


مرکز القطع = -١(‏ ۶ ۱۸) = ۱,۳۱ 


(س ٣+‏ ( ص ۲/۱ 
۳ 7 


0 معادلة القطع هي : 2 


جد معادلة القطع الناقص الذي طول محوره الأصغر يساوي (1) وحدات 
وإحداثيات أحد رآسیه ۱ واحدائیات البؤرة البعيدة عن هذا الرأس (-۸۵, ؟). 


(الخل» من المعطيات ( القطع أفقي) 


1 ۲ 


[_ بآ -۹ ه ۲۱۸-۰۸ 


0 3 
= أ ب ہے )١-۹(‏ - أ 


ص 


مركز القطع = -٤(‏ ۵ ۲۰) 5 حو ؟) 


۲ ۲ 
.*. معادلة القطع هي : a‏ تسكن با همه 
ِ 10 ۹ 
3 سل 


جد معادلة القطع الناقص الذي رأساه ( ؟ ٠١٠١‏ , (-۸ء ٠‏ ) وطول محوره 


الأصغر يساوي أربعة أمثال المسافة بين أحد رأسيه والبؤرة القريبة من ذلك الرأس . 


راکاد اھ اضی 


5 
1( سح ات ۱۰ سوه | 


المركز: | اعم "تھے ۳ * 


۴ب٤‏ (١1-جہ)‏ 
هن جا ادي واوا 
ہے جا ۲02 ٤+۱۰۰‏ ج وجا 
ہے وج-٤٤‏ ج + ۷۵ 


له جآ ۸ ج + ۵ 


ہے ( ج -۵)(|ج -۲)- . 
له ج ×٥‏ يجب أن تکون ج < | » 
۰ ب = ۵(۲ -۳)=£ 
.*. معادلة القطع هي : اس +۱۳ ۽ صا | 
7 1 
جد معادلة القطع الناقص الذي آحد رأسیه النقطة ( ۲۰۱) , وإحداثيات 


البورة القريبة من هذا الرأس ( ۶ ۲۰ ) والبعد بین طرفي محوریه الأكبر والاصغر - [ ۶۱ 


.. بآ ١١‏ ۲۵ء ۱1 


مرکز القطع = (1- ۵  )۲۰‏ (۱ ۲) 
ل 
(س -۱) 5 ( ص -۲) 
١ 10‏ 
يدور القمر حول الأرض في مدار على شکل القمر 


۰ معادلة القطع هي : 


فإذا كانت أطول مسافة بين الأرض والقمر تساوي 
م كم وأقصر مسافة بين الأرض والقمر تساوي ن کم 
اثبت أن الاختلاف المركزي لهذا القطع الناقص 
من 
م + ن 
م ن 


م + ند 


أ 
۵ ن نقطتان ماديتان » النقطة م تدور في مدار على شكل قطع ناقص بحيث 


تكون النقطة ن في إحدى بورتي هذا القطع , فإذا كان طول ا حور الأكبر= ٠١‏ وحدات » 
والاختلاف المركزي ٠,۳٣‏ » أوجد: م 


۱) آقصر مسافة بين النقطتین م »ن . 
۲ ) أطول مسافة بين النقطتين م , ن . 


رس ٣أ (٠.‏ ها 
حے 


ھ2 به ,.- 


۳ 


1 
)١‏ أقصر مسافة بين النقطتين م » ن 5 
= ۵+ ۵را ع 1,0 وحدة. 


۲ ) أطول مسافة بین النقطتين م »ن = أ + ج = 
مثال | إذا كان مدار كوكب بلوتو حول الشمس على شكل قطع ناقص اختلافه 


المركزي ۲۵ , ٠‏ وطول محوره الأصغر. ۱ ! کم . آوجد معادلة القطع الناقص اخذا 
محور السينات منطبقا على محوره الأكبر ونقطة الأصل مركزا لهذا القطع . 


0 


له ج = ۱,۵ 


- 
0 


أ - ج د ۵ - 2۱,۵ ۳,۵ وحدة. 


إذا كان طول ا حور الأكبر لقطع ناقص يساوي ضعف طول محوره الأصغر, فما 
قيمة الاختلاف المركزي لهذا القطع الناقص . 


إذا كان البعد بين بؤرتي قطع ناقص يساوي نصف البعد بين طرفي محوريه 
سے انم والأصغر . فما قيمة الاختلاف المركزي لهذا القطع ؟ 


و ۲ و 
- 7 وص مو ۱ هم 
تب پا 


د ات 


في القطع الناقص ا جاور إذا كانت النسبة 
۵ ل :ع ل تساوي ۲:۱ » فماقيمة 
الاختلاف المركزي لهذا القطع ؟ 


اکتب معادلة القطع الناقص الذي اختلافه الركزي يساوي 1 , ۰ وبر بالنقطة 
۲ , وبورتاه تقعان علی الستقیم 
ص 


کو 
(-28") ومركزه يقع على الستقیم س - 


ص۔٣۳‏ 5 
(اغل) من العطیات ( القطع أفقي ) 


الرکز: ( ۲ ۲۰) 
(-۸» ۲) تكون إحدى نهايتي انحور الأكبر 


5 
۰- به ہے ب 


(ص_م" 


۱ 
۽ اسح ېړ 
1٤‏ 


e 


جد معادلة القطع الناقص الذي معادلتي محوريه: س ٣‏ » صدا 
والنقطة ) ۳ ,۲7] إحدى بؤرتيه وطول محوره الأكبر يساوي ١‏ وحدات 
رس من العطیات ( القطع عمودي ) 
الرکز: ( ۲۰۳ ) 
یا فلك 
= ۵ - ب 
سای نات 
اي ۲( 
ل,ر(ص۔٢ا‏ 
بت 
۳ 


ج اوه ای وب 17287 
۹ 
| مثال | جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه ( ۲ ۳۰) ومحوره الأكبر يوازي محور | مثال | جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه ( ۳۰۲) ومحوره الأکبر یوازي محور 
السينات وطوله | وحدات » وإحدى بؤرتيه تقع على ا لستقیم ص = ؟ س ٩‏ . 
ص 
رس القطع أفقي . 
ص = ۲ س - ۾ 


127 سه وق 
۲ ۲ 
. (س - ۲) (س-!) , (ص-۲] ١‏ 


معادلة القطع : 

1۵ ف 
الإحداثي الصادي للبؤرة ء ۲ ١‏ 
.*. إحدى البؤرتين ( س » ۲) وخقق معادلة الستقیم 


له ۲-۳ س ٩-‏ وپ س 1 


البؤرة الواقعة على المستقيم هي : ( 21 ) 
E‏ 0 2 ۳ 


س تن ۹ 


۱ ۲ ۲ 
.*. معادلة القطع هي : 7 "فو کی 
١‏ ۵ ۹ 


إذا كانت المعادلة ك سآ + ر صا۔ ۂ۷ تمثل معادلة قطع ناقص محوره الأكبر 


مواز حور السينات. أثبت أن : د- لل 
ب + چا 
(اخل) القطع أفقي 


ك سا + و صا ۱۷ ہے 2 


ہے ا او رر رش ہیں سار رر ےی یب بے 
إذا كانت العادلة “د ب ك - ١‏ تمثل معادلة قطع ناقص محوره الأكبر 
حك ¥ 


مواز حور الصادات »فجد قيم ك . 


رس اک ہے ۱۷ )۳ك > . 
14> ك محم 
DI CDE‏ 


| مثال | إذا كانت ( ٠١8‏ ) إحدى بؤرتي القطع الناقص 1٠سا‏ + أأصاء ٠١‏ أ" ء 
فأوجد قيمة الثابت أ . 
۲ ۲ 5 5 ۳ ء1 
رس 1سآ + صا ۱۱ |[ بقسمة طرفي العادلة على ۱۱ | 
۲ 


س 


1 


المركز (۰.۰) » وبماأن إحدى البؤرتين ۱ ۰۰۳۲ فالقطع أفقي 


لاسو 


ك ل هما بؤرتا القطع الخروطي الممثل في الشكل ا جاور الذي معادلته : 
١ -‏ » مامحيط المثلث ن م ك ؟ ص 


۰ ه ۰١١‏ 
محيط لل نمك - نك + نل + مل + مك 
۰ 2 


له صا - -۱۱س الخاه فتحة القطع للیسار 


) ۰۰2-۱ ج - ۱1۱ هه ج دع › البؤرة‎ ٤ 


(٠‏ القطع آفقي) 


Fk 


0 


ہے ١١ء‏ !'۔۹ هآ 
ا 


سه دن 
| مثال | القطع الناقص م سأ + ٤‏ صا د ل بؤرتاه على محور الصادات والنسبة بین طولي 
محوریه 2171 وهر منحناه بالنقطة (- ۲۲ + ام جد قیمة التابتينم» ل . 


هله 


من معادلة القطع الناقص نستنج أن المركز ( ۰۰۰) وما آن بؤرتيه على محور 
الصادات فالقطع عمودي . 


4۸ 


مع ١1‏ ۰ ل ۳۲ 


جد معادلة القطع الناقص الذي مرکزه نقطة الاصل وینطبق محوراه على 
محوري الإحداثيات والذي يقطع من محور السينات قطعة طولها ١١‏ وحدة 
ومن محور الصادات قطعة طولها ٠١‏ وحدة . 
رس القطع عمودي . 


٦ سه ب‎ ۱٢١١ ۲ب‎ ۲۰٢ 


۰ معادلة القطع ھی : ۱ 
٠ ۳1 1‏ 


جد معادلة القطع الناقص الذي بورتاه /1-(,)٠061(‏ ۰] والنسبة بين 


طولي محوريه تساوي ٤‏ : ۵ . 


رس القطع آفقي , للرکز ۱ ۰۰۰) 


.. معادلة القطع هي : 


جد معادلة القطع الناقص الذي مرکزه نقطة الاصل و محوره الأكبر علی محور 
بؤرتيه ۸ سم . 


ثب ب 2 2۵-۸ ۲ 
5 
۰ معادلة القطع هي : ل 
١‏ 1۵ 


جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الأصل وإحدى بؤرتيه هي بؤرة 
القطع الکافیء س" + ٢٤‏ ص د . ومرمن نقطتي تقاطع الدائرة سا + ص - 14 
مع محور السينات . 
(اخر)( القطع المكافىء 
سآ + ٢٤‏ ص د  .‏ له سآ ۲۶ص رأسه نقطة الأصل واجّاہ فتحته لأسفل 
٤ج ٠٤١‏ له ج <1 بورة القطع الکافیء ( . /-1) 
بورتا القطع الناقص : ( ٠.‏ 1) , ( 1.۰]) ہے ج -1 (القطع عمودي) 
الدائرة 
جد نقطتي تقاطعها مع محور السينات (عوض ص - ٠‏ ) 


سنا ے ےکا ہے س د ۶ ۸ 
نقطتا التقاطع : ( ۰۰۸ ء ۰۸۲۱ ۰ 


.*. معادلة القطع الناقص هي : لد + 
۷۵۸ 
گت القطعة الستقیمة العمودية على اٹ حور الأكبر لقطع ناقص وقر باحدی 
بؤرتيه وتنتهي بنقطتين على منحنى القطع تسمى وترا بؤریا . اثبت أن طول الوتر 
۲ ۲ 


۲ 7 5 ١ 
ت٣ يساوي‎ ١ البؤري للقطع الناقص الأفقي - + 5 د‎ 


1 ب 
® 0 


لیکن ساء جاء ا - ب 


۳ 
هھ ص کا کے 


ا 

۱ 

طول جزء الوتر البري فوق السینات = 2 » لکن محور السینات ينصف الوتر البقري 
۱ 


۲ 


ب 


.٠.‏ طول كل وتر بؤري ۲ کے 
1 


استخدم القاعدة في الفرع ( )١‏ لإيجاد طول الوتر البؤري للقطع الناقص الذي 
معادلته : ۹سآ ١1+‏ صا - ١٤١‏ 


رس ۹سآ + ٠١‏ صا ,و( نے س 


جسر مقوس له شكل نصف قطع ناقص محوره الأكبر أفقي, فإذا كان طول 
قاعدة القوس ۲۰م وارتفاع أعلى نقطة في القوس فوق ا حور الأفقي ۱۰ م, فجد 
ارتفاع القوس على بعد 1 م من مرکز القاعدة . ۳ 


رس انظر الشکل ا جاور 


إذا كان ق, » ق, بمثلان قطعین ناقصین لهما نفس ا حور الأکبر باختلاف مركزي 
ه ‏ » ه, على الترتیب . فقارن بين شكل القطعین عندما یکون هرح هم وارسم 


رس نع 
هر ١‏ 


ج ر جم 


۲1 ۲ ۲ 
پان چ ۲ ج چس 


/ + ب 5 (أعدد ثابت للقطعین ) 


... القطع ق, بقع داخل القطع ق 


5 ۲ 
إذا كان ل ٠>‏ فان العادلة ےگ بت - ١‏ تمثل قطعا ناقصا. 
[3 ل +£ 


بين أن جميع القطوع الناقصة التي تمثلها هذه المعادلة لها نفس البؤرة بغض النظر 


عن قيمة ل . 


القطع الزائد هو احل الهندسي للنقطة ن ( سء, ص ) المتحركة في المستوى 
التي يكون الفرق المطلق بین بعديها عن نقطتين ثابتتين : ب » ب, ( تسميان البؤرتين ) 


يساوي مقدارا ثابتا قيمته 11 ( البعد بين الرأسين ) ۰ أي أن: | ن ب, - نب | [٢‏ . 


الشكل آعلاه مثل قطعا زائدا وفيه : 
)1۱ء دم رأسا القطع الزائد . 
٢‏ ب,» بم بورتا القطع الزائد» ویسمی البعد بینهما ( البعد البوري )٢۲ج‏ 
٣‏ تسمی القطعة الستقيمة ۰۰ ا حور القاطع ( ا حور البوري ) وطولها- ۲ . 
4) تسمی القطعة الستقيمة در دم ا حورالرافق وطولها <۲ ب . 
۵ تسمی النقطة م مركز القطع وهي منتصف السافة بين الرآسین أو البؤرتین أو 
نقطة تقاطع ا حورین . 
٦1‏ محورا القطع الزائد هما محورا تماثل له . 
ا ِ ۱ : بعدأحدالرأسين عنالمركز. 


ب : بعد آحد طرفي ا حور الرافق عن الرکز . 
ج : بعد إحدى البورتین عن الرکز . 


۲ ) ج آکبر الابعاد الثلاث . 


الاختلاف الركزي للقطع الزائد ( هد ) هو النسبة بين نصف البعد البوري 
إلى نصف :طول الحو القاطع . 


هھ 2 ١۷‏ لان جا >1 
1 


٭ الصورة القياسية لعادلة القطع الزائد إذا کان مرکزه (د, ه-) ومحوره القاطع 
يوازي محور السینات هي: 
(س- د)۲ ۱ص ه-)۲ ۱ 


1 


1 ب" 


معادلة ا حور القاطع ص - ه 
معادلة ا حور الرافق س ۔ د 


© ( د ه + ب) 


* الصورة القياسية لعادلة القطع الزائد إذا کان مرکزه (د, ه) ومحوره القاطع 
يوازي محور الصادات هي: 


ص 
(ص ها" (س۔ دا 
1 


أ ب 


) د » هب - 1 ( رأس 
معادلة اٹ حور القاطع س = د 


ملاحظة : هي مقام المقدار الموجب في معادلة القطع الزائد . 


إيجاد عناصر القطع الزائد إذا علمت معادلته 


جد إجدائناة ا ترك والراسين والبقرتین» همعادلة مطول كل من ورين العاطه 
والمرافق والبعد البؤري والاختلاف المركزي لكل من القطوع الزائدة الاتية : 
[) “سراد تیا ؟) س'_ ٤‏ ٍصا۔-٤‏ 
٢ ۳ ۲ ۴‏ 2 ۲ 
۳ (س + (ص-۳ , وم اص  ]1-‏ (س -ل] ,و 
۸۱ 1 اس 


وی ضرع و 1 ۹س؟_ ٤‏ صا +۱۸س ‏ ۸ ص + ۳۲۱ 


سا _ ص۔١‏ (العادلة في الصورة القياسية ) 


الركؤه عم )ا ۸ 


۲ اج باج ۳۱ ۳ جع‎ ٢ 


طول ا حور القاطع ۲-1۲ , ومعادلته صد . 
طول ا حور المرافق ٢ب‏ ۔٢‏ 2 ومعادلته س ۔٠‏ 
البعد البؤري ٢‏ چب ۲ ۲۳" 
البؤرتان: ۲۲۱ >.) © ( ۲۳ ..) 
الرآسان : ( ۰۰۱) , ۰۱۳۱ ۰ 


تچ 


الاختلاف الركزي هده ` 


طول ا حور القاطع ١‏ أ ٠١‏ , ومعادلته س - . 
طول ا حور الرافق ۲ب -ء » ومعادلته صد . 


البعد البوري ۲ ج - ۲[ ۵" 
البؤرتان: ( ۵1۰۰ ) « ۰۰۱ (0l‏ 


8 
7 اس 27 ا ( العادلة فی الصورة القياسية ) 
١ ۸۱‏ 


الركيزة ھ17 متهي بآ ۸۱ ہے بء۹ 
جك + با (+ ۰۸۱ء۸۲ هه جد[ 
طول ا حور القاطع ۲[ ٠١‏ , ومعادلته ص ۳ 
طول ا حور المرافق ٢‏ ب ۱۸ء ومعادلته س  -‏ ۲1۱ 
البعد البوري ۲ ج ۸۲۱۲ 
البرتان : ( -[ ؟ +۰۸۲ ۲( ۲۲-۱۰ ۸۲۲ <«( 
الرأسان: ۲۲-۱ +۳۰۱ ۲۱-۱ -۳۶۱] 


جے 


الاختلاف المركزي ه - < 


۲ ۲ 
في سسا و تنک ان .| ( العادلة في الصورة القیاسیة ) 


۳ E 
امركز: (١2؟) » أأدااسهيه أ٤ » با۔٦۲ ے بدا‎ 


آ۔ ['+ بآ +۱١‏ ٣۳ء‏ ۵۲ ہے جء ۳ = ۳1۲ 


- | 
طول ا حور الرافق ۲ب ۰۱۲ ومعادلته ص د ۲ 

البعد البوري ۲ ج ۔٤‏ 1۱۳۱ 

البؤرتان: (۲]۰۱ ۳۱ ۲۳۳۲2-۲۱۸ | 

الرأسان: ۱۱+ ۲+ ۶ ۸۱۱۸۱۱ ۳2۶۱) 
الاختلاف للركزي هم - کے 1707 00 

۲ ٤ أ‎ ١ 

) 15- صا 14 (بقسمة طرفي المعادلة على‎ ١1 سآ_‎ ٤ 


سأ ر 


طول ا حور القاطع ؟أ ٤<‏ , ومعادلته س ۔ . 
طول اور المرافق ٢ب‏ ۔۸ » ومعادلته ص . 
البعد البوري ۲ ج ٤‏ | ۵ 


007 وس رم ] 
الرآسان : ۱ ۲۰۰) , ( ۲۰۰] 


الاختلاف المركزي ھء = للم - [ 0 
١‏ أ 1 


1) 4سا ٤‏ صا + ماس ۸ ص + ۳١‏ 


هه ۹سآ + ۱۸س - ع صا - ۸ ص د الا 
(٩‏ س"+۲س) - ۽ ( صا+ ۲ ص ) ۔ ام 

9( س + ۲ س + ۱) - ع ( صا +۲ ص +()۔ ۳۱ + ٤-۹‏ 
(٩‏ س +۲۱ _ ء٤‏ (ص +2۲۱ ۲۱ 


رس +۱ (ص + , 
ہے جچ وو 


المركز: )۱١٠([‏ سه أا » 
جاء + با ۔ ۱۳ سه ج 2 ]م٣۱‏ 
طول ا حور القاطع 1۲[ 2 , ومعادلته ص - ١‏ 
طول اور الرافق ۲ب -1 ء ومعادلته س - ١١‏ 
البعد البؤري ٢ج ٢٢‏ |1۳ 
البؤرتان : | ٠‏ +۱۳۷ ۱۰] 
الرآسان : ( ۲+۱ ۱۰ ) 


الاختلاف المركزي هب - ل 
:. 1 


جد معادلة القطع الزائد الذي مركزه نقطة الأصل » ومحوره القاطع على 
محور الصادات وطول محوره المرافق يساوي 4 وحدات وبعده البؤري يساوي ۲ ۵ وحدة , 
ثم أرسم منحناه. 


رس ۲ ب ٤=‏ هاب ٢‏ 


1 ۲ 
جاء أ + به 0= 


جد معادلة القطع الزائد الذي مركزه ( ۲۰۱ ) وأحد رأسيه (-لم, ۲ ) 


واختلافه الركزي ه - > . ثم عين باقي عناصره وارسم منحناه . 
رس من العطیات ا حور القاطع يوازي محور السینات ومعادلته : صد" 


۲ ۲ 
معادلة ١‏ لقطع هي: اس اسر ۱ 


طول ا حور القاطع 1۲ =۸ 
طول المجور الرافق ۲ب - ]و ء ومعادلته س ‏ ۱ 


البعد البوّري ۲ ج - ۱۲ 


البؤرتان: ١(‏ ج٦٠٢‏ ) - (لا,؟ ]3/۵7 ۱ 
الرأسان: ١(‏ ۲۰2 ]+ )1<0 ]۲:۳۱ ) 


طرفا ا حور الرافق : (۱ء ۲ 01۲ ) 


الاختلاف المركزى ھ = ` 
و 


e 
(Tobr-r «۱) 


جد معادلة القطع الزائد الذي بؤرتاه ( 2٠‏ 5) ۰ ۰۰۱ -۶) إذا علمت أن 


القيمة المطلقة للفرق بين بعدي أي نقطة تقع عليه عن بؤرتيه تساوي 1 . 


رس ا حور القاطع ينطبق على محور الصادات . 


| مثال | جد معادلة انقطع الزائد الذي بؤرتاه هما النقطتان ( . , + )٤‏ ویتقاطع مع 
محور الصادات في النقطتین | ۰ « ۲ 
ا حور القاطع ینطبق على محور الصادات . 
للرکز: ( ۰۰۰) 


... معادلة القطع هي : 5 


| مثال | جد معادلة انقطع الزائد الذي بؤرتاه هما النقطتان ۱۰۵۱ ۰ ۰۱-۱ ۱) 
وطول محوره القاطع ۳ وحدات . ثم ارسم المنحنى البياني له . 


(اخل» ا حور القاطع يوازي محور السينات . 


۲ ۲ 
.. معادلة القطع هي : ہ٢‏ ۶ | 
5 ۹ ۷ 


جد معادلة القطع الزائد الذي بؤرتاه هما النقطتان ( ۲۰۱) , ۱ ۲۰۵) 


(الل) وز القاطع يوازي محور السینات . 
المركز: | لد » گل ) ۰۳۱۰ ۲] 
آج۵ ١ی‏ سه جہ۔ 
جأ ہے :ء:أ ہے اد[ 
س 


جآء وا ہے قن اندي رف ۲ 


5 معادلة القطع هي : (س مغ - 22 5 


جد معادلة القطع الزائد الذي رأساه هما النقطتان ( ۳۲ , ,]٠١-‏ (۸۰۳) 


واختلافه المركزي 3 . ثم ارسم المنحنى البياني له . 
ص 


رس ا حور القاطع يوازي محور الصادات . ( ۱۱۰۳۲) 


۲ 


اا او و ا 


۲ ۲ 
... معادلة القطع هي : 2 ۲ 


مثال | جد معادلة القطع الزائد الذي نهايتا محوره المرافق ( 21 .) ء (-۳ء ۰ 
وهر بالنقطة ( ۲ ۳۰) .ثم ارسم النحنی البياني له . 

رس ا حور القاطع ينطبق على محور الصادات . 
المركز: زا نش عازه ی | 


كر 


مثال جد معادلة القطع الزائد الذي مركزه نقطة الأصل و بؤرتاه على محور الصادات 
ومر منحناه بالنقطتین )1< f-l‏ )۳ و ۲ 


(اخل) المحورالقاطع ينطبق على محور الصادات . 


(۱, ۲۰۲ ) خقق معادلة القطع هم 
(-12 ) خقق معادلة القطع ےھ 


بضرب المعادلة (۱) ب -۹ -4] 
ثم جمعها للمعادلة (؟). 


قطع زائد مركزه ( )٠ ٠‏ وبؤرتاه على محور السینات ومس المستقيم 
ص .]۳1 س -۲ عند النقطة ۳۷۲۲۱ »2 ] جد معادلته . 


ir 


)]1٤٣٢(‏ خقق معادلة القطع ه آل 


۳ 
ا 


بتعويض بآ د۲ أ أ في المعادلة (آ) ہے 


مثال | اكتب معادلة القطع الزائد الذي اختلافه اکى ۲۱۶ ومر بالنقطة 
:. ۰ ۳ 
(-ئ,-") ومركزه يقع على المستقيم س ؟ , وبؤرتاه تقعان على المستقيم ص٣٣‏ . 


راغل) انحور القاطع يوازي محور السینات . 
اقفر (۳۰۲) 


۔ا٣۔-ص(٣‎ _ 


E: 


دوكس حقق معادلة القطع ا از سر( ضرم ای 


جد معادلة القطع الزائد الذي بؤرتاه النقطتان ( ۰۱۱۰۱۲۰۱ -۸) 


ويقع أحد رأسيه على محور السينات . 


(اخل) حور القاطع يوازي محور الصادات . 


ائرکز: | ۶ا » نش د) - 


سے د ے 


النقطة ۰۰۱۱) تمثل آحد الرأسین 


ت٣۳‏ ت۳ 


۸ے ان ے ج 


۲ 


جاع ]| اد هب ۵ - +٩‏ ب سس دق اا 


معادلة القطع هر : (ص+۴٣ا‏ _ اس ۔اا۔ 
١‏ 1 


جد معادلة القطع الزائد الذي أحد رأسیه ( ]١ > +1١‏ والبؤرة القريبة من 
هذا الرأس ( ۶ ,- )١‏ واختلافه المركزي يساوي ١,1‏ . 


رس المحور القاطع يوازي محور السينات . 


عوض ج = ۱,۱ أ في العادلة (۱) 


۳ 


له ارا[-]-۲ ے ۲-۰۱ مه | 


الرکز ( ۵-۱ ۰ -۱)- [-۶,-۱) 


معادلة القطع هي : اس +۶ _ (صبب ۱ ۱ 


۳۹ 7 

جد معادلة القطع الزائد الذي بؤرتاه هما النقطتان ب ( ۱۰۰۰ ,سم (4۰۰) 
ومر بالنقطة ن (۱۲ء ۹) 

(اخل) اشور انقاطع بتطبق على محور الصادات . 


المركر: | کے ")| -(۲۰۰] 


(4 ۰۱۲( 


ج > ۲ 
من تعریف القطع الزاند 


ادس - نب | ۲أ . 


,0س2 ادر وده ]ذا 
| ۲۲۵۱ _ ع[ ١14‏ 0 


او او سوت ۱2ج ییا 


, معادلة القطع هي : (ص- ۲ - 


۳۱۳ 


جد معادلة القطع الزائد الذي مركره (-۰۵ ؟ ) وإحدى بورتیه (-۵» ۵ ) 
وطول البعد العمودي البؤري له يساوي ۵ . 
( البعد العمودي البؤري هو طول القطعة المستقيمة المارة بالبؤرة عمودا على ا حور ونهايتاها على القطع ) 


ا حور القاطع يوازي محور الصادات . 


ج ۔٣‏ 4 ٢ج‏ =1 
من هندسة الشکل ا جاور 

,۱ 
(و ب )۲ ۱ب )+ جر جم) 


۵ +۳۱ ۷ 
1 1 
۱۳ 
۲1 
من تعریف القطع الزائد 


جد معادلة القطع الزائد الذي رأساه هما برتا القطع الناقص ۹سآ ۽ ء صا د 1م 
وبورتاه هما رأسا هذا القطع . 


البرتان : ۵۱۰۰۱ ), (۰»-۵1) 

للقطع الزاند 

الرأسان : )<< «(ol‏ (.بيحزة) » البورتان : ۳۰۰۱ ۰ ۲۳,۰۰۱ ) 
ا حور القاطع ينطبق على محور الصادات . 

المركز ( ۰۰۰) 


9تت جد معادلة القطع الزائد الذي إحدى بؤرتيه هي بورة القطع المكافىء 
وإحداثيات رأسيه هما نقطتا تقاطع القطع النااقص سا + ه صا = ۵ 


صا 


oO 
(اخل) القطع الکافیء صا _ سا ہے ضرا وان‎ 
اجاه فتحة القطع لليمين.‎ » ۰ 
1 ( : البورة‎ » 1 = 


یقطع محور السینات عندما ص = ٠‏ 


الرآس ( ۰۰ 


٤‏ جاع ] ہے ج 


القطع الناقص سآ بو صا = ۵ 
ہے سام+۵(۔.)۔ہ ہے س مہ 
نقطتا التقاطع مع محور السينات : ( ۵ ».) ۰ (-۱ ۵" 
للقطع الزائد : 
[ee ۵۱-(» )۰»۵1( :‏ 


إحدى البورتین ( ۰۰۱) , الرآسان : 


مركز( .2 »> ا حور القاطع ینطبق على محور السینات 


قطع زائد معادلته ل سآ _ م صا = ۹۰ » وطول محوره القاطع = ۲1۱1" 
وبؤرتاه تنطبقان على بؤرتي القطع الناقص ٩‏ س'+ ١1‏ صاً ۵۷۹۰ . 


جد قيمة كل من ل, م 
(اخل») القطع الناقص 4 ساب ١1‏ صا ۵۷1 
القطع أفقي » الرکز ( ٠٠‏ 


= ۲۸۶۳۱-1۱۶ ه ج = |۲۸ - 


۱ ۶۷۳ ,)٠ ۷۲| : البؤرتان‎ 


للقطع الزائد : 

البؤرتان : ۱۰۰۷|۲۱ (٤۲م۷‏ 2 ٠٠١‏ ء الرکز (۰۰٠۰۶٠ء‏ 
ا حور القاطع ينطبق على محور السينات . 

۲٠٢۳ء۱ ہے‎ TI1=Î < VI جاء‎ 


با ی بت ہے یا :1 


۰ معادلة القطع هي : 


ومقارنتها ب ل سآ _ م صا = ٩۰‏ 
لوط ہے 
إذا کان طول اشور القاطع لقطع زائد يساوي ٣‏ أمثال طول محوره المرافق» فما 
قيمة الاختلاف المركزي لهذا القطع الزائد ؟ 


أء“اب 


جد الاختلاف المركري للقطع الزائد الذي بعد أحد رأسيه عن البؤرة البعيدة 
عنه يساوي أربعة أمثال بعده عن البؤرة القريبة منه . 


@ 


أ + ج = £ (ج-أ) ے أ+ج = وجا :أ 


سه ر | ۔ ٣ج‏ لله جد 


0 


مأ 
۳ 


جد الاختلاف المركزي للقطع الزائد الذي بعد أحد بؤرتيه عن أحد طرفي ا حور الرافق 
يساوي البعد بين رأسيه . 
رس من هندسة الشكل ا جاور 


۲ 
ل - جام بآ 


۳ ۳ ۲ ۳ 
من ١‏ تعطیات أيضا ل ۲ أ ه ل - أ 


مثال مثل الشكل ا جاور المنحنى البياني لقطع 
مخروطي » إذا كانت ۱۰( 


(ب : بؤرة ء ر: رأس ) 


جد الاختلاف المركزي لهذا القطع . 


مثال | يمثل الشکل ا جاور المنحنى البياني 

لقطعين مخروطيين ( زائد اختلافه المركزي ه, 

و ناقص اختلافه المركزي هم ) . س 
إذا علمت أن رأسي القطع الزائد هما بؤرتا القطع الناقص 
وأن طول ا حور المرافق يساوي طول ا حور الأصغر, فاثبت أن : 


هفل = 
هراهم 


(اغل) للقطع الزائد : 
للقطع الناقص : 


بجمع العادلتین (۱) و(۲) 


م : م 


قطع زائد معادلته : ۲ سا _ ۲ص + ۱۸ص -ك, جد قيم ك التي عل محوره 
القاطع موازيا حور الصادات . 
رس ۲ سأ _ ۳ص + ۱۸ص ۔ك 
۲ س۲ # رصا 1 ص) اك 
)۲س ۳ص - 1ص + )٩‏ دك -۲۷ 
1سا ۲ص  ")۳-‏ ك - ۲۷ 
(ص -۲)۲ 
NM‏ 


١ 


۳ 
حتی یکون ا حور القاطع القدا بر . ےه نك- ۲۷ . ےك مد 
موازیا حور الصادات ۳ 


مثال | جد الفرق الطلق بين بعدي النقطة ن ۲۲۶۱ ۳۰) عن بورتي القطع انخروطي 
الممثل بالعادلة ۹ سآ- ۱۱ص - ۱۶۶ 
رس النقطة ۰۲1۶۱ ۳) من نقاط منحنی القطع . 

۲ 
۹سآ ١١‏ صا ۱:۶ ها 


شل _ كل ٠‏ (القطع زائد محوره القاطع ينطبق على السينات ) 
ھ ۹ 


١1‏ سه |[ ء » نت ‏ 4ه 
حسب تعریف القطع الزاند الطلوب قيمة ۲ آ. 
ÎT.‏ -<۶(۲)-۸ 
| مثال | سامي و خالد مراقبان في محطتین موقعهما في انار 
الستوی الديكارتي بر ( تچس :71 بم [ اجب .) 


1 


على الترتیب . بقع انفجار في الستوی الديكارتي 
( انظر الشکل ا جاور) . 

سامي يسمع صوت الانفجار قبل خالد بزمن ‏ س 
مقداره (ن ) ثانية . 


على فرض أن سرعة الصوت ثابتة وتساوي (ع ) . 


ائد = كا 


ع نا 
ری ۱ 


لیکن ل, » لم بعد كل من سامي وخالد عن موقع الانفجار على الترتيب . 


۴ 
۲ چ 0 ۰ یک 3 3-3 ۶ 
بین أن الانفجار وقع في نقطة ما على القطع الز 


س لم _ لم = ع ن د ثابت 
.*. الانفجار وقع في نقطة ما على أحد فرعي القطع الزائد الذي بؤرتاه 
بر ( ج» .)»بم (<ج ».۰ ) الرکز(۰ ۰ ۰ ) 


( احور القاطع ینطبق على محور السینات ) 


هي معادلة القطع الزائد الذي یکون موقع الانفجار 
في إحدى نقطه . 


العادلة العامة للقطوع انخروطية 
إن معادلات جمیع القطوع ا خروطیة سواء آکانت داثرة, آم قطعا ناقصا» أم قطعا زائدا » 
أم قطعا مکافنا تأخذ شکل العادلة التربيعية من الدرجة الثانية : 
أ سآ ہپ ب صا ہب ج س ب د ص + هى - : 
أ » ب » ج»د»ه دح »> أء ب لايساويان الصفرمعا. 
وباختیار مناسب للثوابت أ» ب » ج , د, ه , تمثل المعادلة السابقة : 
۱ دائرة اذا کان أ . ۳1 ب چ .»ا 
؟) قطعامکافنا |ذا كان أ 
۳ قطعا ناقصا إذا کان أب > . 
)٤‏ قطعا زائدا إذا کان أب <. 
عين العناصر الأساسية لكل من القطوع الخروطية الاتية : 
۱) سآ+وس + صا- (٤‏ ص ۷ء = . 
آ) كمسا + و صا ۸س - ۳۲۲ 


. =۱ + صا + ٣۴س ۸ ص‎ ٣ 
. ۲ + ص١١‎ _ س‎ ۵٤ صا‎ ٤ ۹س؟_‎ )٤ 


رس ١)ا‏ سا ٤+‏ س + صا (٤‏ ص 1۷ -. 
( أ . › بے ءأادءب القطع انخروطي دائرة 
(سآ + و س ٤+‏ | + ( صا (٤‏ ص + ۹+٤ + ٤۷ = | ٤4‏ 
( س +ع )+( ص -۷)آے ٠٠١‏ 
المركز (۲۳ء ۷)ء رد١٠‏ 
۽ سآ + ۾ صا ۸ س = ۳۲ 
أب »> . , أ ب . القطع الخروطي ناقص ) 


؟- مس + و صا = ۲۴ 


٤‏ (س؟ ۲ س + ٩ +)١‏ صا 
۽ ( س ۱" + ٩‏ صا 


۴ 
( س - ۱ ) صا , , 
اه يبا كل 


وآ إ أ بآ ۹ع ن ۳ جءرأ۵ 


الرأسان : ( ۳+١‏ .اے ( ۲۳۱/۰۸۵ ۴:۸ 
البؤرتان : ( ۱ * ,۵ ۰۰ ) 
طرفا احور الأصغر : ۰۰۱ + ؟) - ۲۰۱۱ ۲۰۱۱۰ ) 
معادلة اٹ حور الاکبر: ص- . وطوله ۳(۲۲ )د1 
معادلة اٹ حور الأصغر: س ١١‏ وطوله ۲ب ۲۱۲ )- ۶ 


البعد ائیؤری >۲ ج ااه + الاختلاف المركري ےب اڈ 
أ ۲۳ 


. =۱ + صا + ٣س ۸ص‎ ٣ 
) القطع الخروطي مكافىء‎ ١١ب‎ » > 
۱- س٣‎ - صا _ ۸ ص ۔‎ 
١1+ ١ س٣-‎ - (1 + صا ۸ ص‎ 


(ص ٤-‏ )أ -س (س-٥)‏ (اجاه فتحة القطع لليسار) 


الرأس: 18۵ 


البؤرة : | هس رر سرت 


معادلة اگور ص - م ء معادلة الدلیل س ۰ و + سل 


٤ذ١‏ ۹سآ ٤‏ صا وه س _ ١١ص‏ + ۹= . 
( أب<. القطع زائد ) 
۹سا _ ووس _ ٤‏ صا _ ۱1ص = - ۲4 
۹ سا ٦‏ س ) و( صا+وص) . -4م 
۹ سس به | _ و( صأ+وص +ع). ۸+۲۹ -1|ا 
۹س-٣)؟_ ٤‏ (ص+٢)ء‏ ۲ 


۲ 7 
اس - 1١‏ _ ةلا ١‏ «المحور القاطع يوازي محور السينات ) 
7 
المركوه [ فلي 1 ۱ اع سه آذ 4د سے هی ب 


ا و + بے ٤‏ + ۹ .۔ ۱٢٣‏ ہے ج :]م٣۳١‏ 


طول ا حور القاطع ۲[ ٤ء‏ , ومعادلته ص -۲ 

طول ا حور المرافق ۲ب -1 2 ومعادلته س د م 

البعد البؤري ‏ ج ۲ |1۳ 

البؤرتان : (" +۰۱۳۷ -۲) 3 (# طسو (r-‏ 

الرأسان: (۳ چ ۲ ۲-۰ ) - (ه,-1)ء(١م‏ ؟) 

طرفا انحور الرافق : ( ۲-۸۳ ۳ ) ۰۲۱۰۵۳۰۸۳۱ ۱] 


الاختلاف الركزي ه - 


مثال | اعتبر النحنی الذي معادلته : أس' + صا _ ٢س‏ د . 
ناقش نوع النحنی حسب قيمأء ۱۰۰ . 
رس عندما أ- . فان معادلة اللنحنی هي : صا _ ٢س‏ - . 
وهي معادلة قطع مکافیء 
عندما أ- ١‏ فان معادلة المنحنى هی : سا + صا _ ۲]س - . 
وهي معادلة دائرة . ۱ 
جد مجموعة قيم م التي جعل (م' 4 ) س' + صا ١‏ تمثل قطعا زائدا . 
| ےگ غ۔ ۲ 


SOO 
+ 1 a. E. 1 + + 


ہپ رم ر۲ 


0 حیث أعدد حقيقى . 


۳۷ 


مثال جد مجموعة قيم ك التي عل ۲ سا + ك صا - ۸ تمثل قطعا ناقصا. 

راغ وك>». ها ك>. 

3 مه و 5 يوه 5 س 

جد مجموعة قیم م التي جعل المعادلة پى 
قطع زائد . 

ری (۷-۔م)(۔_م) <. 


خ م ر ۷ 


| مثال | جد معادلة امحل الهندسي للنقطة ن ( س , ص ) المتحركة في 
اللستوی والتي تبعد بعدا ثابتا قدره ( ۵ ) وحدات عن النقطة م (-۱,-۲) 
(اخك) اشل الهندسي هو دائرة مرکزها (-۱,-۲) ونصف قطرها (۵). 
معادلة الدائرة: (س + ۱) + (ص + ۲ )21 ۲۵ 
بين أن معادلة احل الهندسي للنقطة ن (س » ص ) التحركة في الستوی 
والتي بعدها عن النقطة م ( ۰۰1۱ ) يساوي مثلي بعدها عن النقطة و ۱۰۰۱ مثل دائرة . 


رنب 50 
[س-1)آ+رص- ۲۰ ۶۰ | (س-۰)آ+رص- 1 


۲ ۲ 
(س +')٦-‏ ص١‏ . ء سآ +ء (ص-٦)‏ 
س ۱۲ س + ۳۱ + صا - و سآ + ٤صا‏ _ 1۸ص + ۱۶۶ 


۲سآ + ۲ص ١+‏ س - 1۸ص - 2۱۰۸ ۰ 
( وهي معادلة داثرة لأنها معادلة من الدرجة الثانية متغیرین ومعامل س' يساوي 
معامل صأ ويساوي ۲ وخالية من اد س ص) 


جد معادلة امحل الهندسي للنقطة ن (سء ص ) المتحركة في الستوی والتي 
یکون بعدها عن النقطة ب )١ ,١-(‏ مساویا دائما لبعدها عن الستقیم س ٢٠‏ . 


رس احل الهندسي هو قطع مکافیء بؤرته ( ۸۱۳ ١‏ ) ودلیله الستقیم س - ۲ . 
(اجاه فتحة القطع لليسار) 


٢ج ۱۰-٢٢‏ سے جا 


رأس القطع الکافیء: ( +١-‏ 


۱۰ (۰ 


معادلة القطع الکافیء: (ص - 1)۱- -1 (س - ل 


اثبت أن معادلة اگل ١‏ لهندسي للنة للنقطة ن ( س » ص ) المتحركة في الستوی والتي 
یکون إحداثيها الصادي مساويا دائما لبعدها عن النقطة الثابتة أ ( د , ه ) هي معادلة 
قطع مکافی ثم جد رأس هذا القطع الکافیء . 


رس ن ا 
رس د ]+ (ص-ها 


(س د )+( ص-ها) 


۲ 


سآ _] د س + دآ + صا ۲ هھ ص + ها = 


سآ _ د س + دا 


ی 


رس القطع الکافیء : (د , 2 ) 


ص 


هص ھآ 


۲ھ( ص - ] وهي معادلة قطع مكافىء 


بحيث يكون مجموع بعديها عن النقطتين الثابتتين ب , ( 


يساوي دائما ( ۱۰ ) وحدات . 


ری 


وطول محوره الأكبرء ۱۰ وحدات . 


احل الهندسي هو قطع ناقص بورتاه ب , ( 


۲۲۳ ۵۸ | سم‎ c(t 


6 5)» بم( . 


(القطع عمودي ) 


۰ 


| مثال] تتحرك قطعة مستقیمة طولها م+ن بحيث 
یبقی طرفاها على ا حورین الإحداثيين ( انظر الشکل اجاور ) 
اثبت أنه إذا كانت م ن فان احل الهندسي لحركة 


النقطة ه هو قطع ناقص . 


۳۷۳ 


( ۸۵ عل ه ۰ ۸ هوي متشابهان 


قا[ هوي 
ق ط ي ه و 


۱ من تطبیق نظرية فیثاغورس على ۸ عل ه 
اس و ھک و آے ضوا 


م 


ہے ماسآ+ ن‌اص نام ےه كر 
إذا كان نآ > م" فالقطع الناقص أفقي . 
إذا كان نأ < ۲۸ فالقطع الناقص عمودي . 


جد معادلة المجل الهندسي للنقطة ن ( سء ص ) والتي تتحرك في الستوی 
بحیث يكون الفرق المطلق بين بعدي النقطة ن ( سء ص ) عن النقطتين الثابتتين 
بم ) ۵0°( ہب ( پھچ ) يساوي دائما ( 6 ) وحدات . 


@ ا ٹحل الهندسي هو قطع زائد بؤرتاه : بر (۵۰۰)ء ب, |۰۰ ۵) 
وطول محوره القاطع = ۸ وحدات . (ا حور القاطع ينطبق على محور الصادات ) 
الرکز: ,)٠١.)260600(‏ ۲ ج - .ذه جد ر Milî‏ مس ٤21‏ 
۲ 


: 
.*. معادلة القطع الزائد : گلا _ ا د ۱ 
٩ 1‏ 


عن المستقيه س - ۱ يساوي دائما نصف بعدها عن النقطة م ( ۰۰۶ )هو قطع زائد . 


رس بعد النقطة ن عن المستقيم س - ١‏ = ل بعد النقطة ن عن النقطة م 


| ۱) س - ١ا‏ 

سپ = سل رس - ۽ ابص - ۰ ۲ 
| ۲ 
| +*. 


بتربیع الطرفین لها (س -۱/)" - سل ((س -4)" + صا ) 


سه ٤‏ فن )ات ( س -۲)۶ + صا 


۳۷ 


سه سآ_ ۸ س+ م د س5 ۸ س + 1( + صا 


ه ۲+ٴس!؟- صا ازع . وهذه معادلة قطع زائد 


| مثال | جد معادلة امحل الهندسي للنقطة [ [سء ص ) الممحركة في السٹوی بحيث 
تبعد بعدا ثابتا مقداره ۳ وحدات عن المستقيم ص - ٠٣‏ وقر في أثناء حركتها 
بالنقطة ب ( .,-5) ٠‏ 

e ND‏ رباص ام 


۲+ ؟ 
اما ص + ۱ - ۲ أو ص + ۲-2۱ 
ص = آ ص  --‏ 


لا مر بالنقطة ( ۰ , ۰ ۶) مر بالنقطة (.,-:) 
,۰ معادلة ال الهندسي هي : ص د٤‏ 


جد معادلة احل الهندسي لنقطة تتحرك في الستوی على بعدین متساویین 
من النقطتین الثابتتین أ( ۰۰۲ ء ب ۲۳۱ ۰). 


رس افرض النقطة المتحركة ن (س » ص ) 


نآ = نب 


| (س-۲)آ+رص- ۲۰ د ا رس +۲ )آ+رص ۲۰ 


وبتربیع الطرفین ه (س ۲ )+ صا (س + ۲ )+ صا 
سا ٤س‏ + ٤‏ ب صآ ‏ سآ + وس + ٤‏ + صا 
۸س . له س - . وهي معادلة محور الصادات . 
جد معادلة احل الهندسي لنقطة تتحرك في المستوى على بعدين متساويين 
من الحورين الإحداثيين . 
رس افرض النقطة المتحركة ن (س , ص) 
بعد النقطة عن محور السینات - بعد النقطة عن محور الصادات 


۱ ص | !١١)س|‏ معادلة محور السينات 


۱ نے ۳ ۱ 1+ ۲ معادلة محور الصادات 
| ص| ‏ | س | 


ص = س , ص د - س 


۳۷۵ 


في الشکل ا جاور تتحرك النقطة و (س۱,ص) 
في الستوی بحیث یکون بعدھا عن النقطة 
( ۶ ۰ ۰) يساوي بعدها عن الدائرة سآ + صا ۔ ٤‏ 

ما احل الهندسي للنقطة و » وما معادلته ؟ 
رس می 

اون وي|-؟ 

احل الهندسي للنقطة و هو قطع زائد بؤرتاه ( ۰۰۶) » ( 
وطول محوره القاطع ۲[ - ۲ هه أ٠‏ » اج -4؛ هه جہن 


لمحور القاطع ينطبق على محور السينات . 


س 


[۰.۰.۰ 


جد معادلة المجل الهندسي للنقطة ن ( س» ص ) التي تتحرك في الستوی 
بحيث إن بعدها عن المستقيم س - ۹ يساوي ثلاثة أمثال بعدها عن النقطة ب ( ۰۰۱) 


ےہ بمو انتفظة وهو قتشم سد ات ۳ بعد النة لة ن عن النة ةب 


تھا = م اس - ۱ )آبرص -.)؟ 


7 +, 


بتربيع الطرفين سه ( س -۲/۹ 
( س _-۱)۹۔ ۹( س ۲)١‏ ۹ص' 


٩ -‏ (( س -۲)۱ + صا | 


ہے سا ۱۸ س +۸۱ ۹سآ ۸١س‏ + +۹٩۹‏ ۹ صا 


له م سآ + ٩‏ صا ۷٣‏ ع . وهذه معادلة قطع ناقص . 


لتكن ب [أهاء.) نقطة في المستوى الديكارتي » ل مستقيما ثابتا في 
الستوی نفسه غير مار بالنقطة ب ومعادلته س۔ ا , حيث أ » ه عددان موجبان 
0 ه ١»‏ » والمطلوب : 
)١‏ أوجد معادلة المحل الهندسي لمجموعة النقط و ( سء» ص ) المتحركة في المستوى 
بحيث أن بعد النقطة (و) عن النقطة ( ب ) يساوي ه × بعد النقطة ( و ) عن المستقيم 


1 ) ما اسم الشكل الهندسي الذي تمثله معادلة احل الهندسي جموعة 
النقط و (س, ص | . 


ل. 


۳۷۹ 


ھ × بعد النقطة (و) عن المستقيم ل. 


1 
| سے (ف) فیس هھ »ا ها 


ه 


س؟_٢ڑھ‏ س + ها + صا ۔ ها س"_ ا أھہ 


س'(١1‏ هآ ) +صا+ ها 
.*. المعادلة تمثل قطعا زائدا . 


تتحرك النقطة و (س, ص ) في المستوى بحيث س۔۵ +۲ جاها ,2 


ص = ۲+ ۳ جتاه , حيث ه زاوية متغيرة . جد معادلة ال الهندسي للنقطة 
و (س ص) وبين نوعه . 


OTO‏ له جاه 


» ص ۲+۲ جتاه ه جتاه = 
ى۳ 
۲ ۲ 
اف دافا ی ۱۱۷92807 ات وا 
۹ ۹ 


5 (س وب (ص -؟) هو وهذه معادلة دائرة . 
| مثال | إذا كانت س = ۲۱+ ]قتان » ص د ۲+۲ ظتان حیث ان وك 


فأوجد معادلة الحل الهندسي للنقطة ( س, ص ) وبين نوعه . 


رس قتان سل 


(س رو" 
۲ 775 


0 


۱ 
ظتان - حك سه وين . 1 | 
۹ 


له قتا'ن - 


1 1 
۲ 5 
ان ان میم ( س ۱ب اص +۲] 


2 ۹ 
(س -۱ _ (ص+تا۔ 


۹ 1 


١ 3‏ وهذه معادلة قطع زائد ۲( الرسمة جزء من قطع زائد ) 


تتحرك النقطة 9 ( س , ص ) في الستوی الديكارتي ۳ س - ۳1" چان 
ص +١‏ جتا ان . 


أوجد المعادلة الديكارتية ( بدلالة س, ص فقط ) للشكل الذي ترسمه 


النقطة في حركتها . ما اسم ذلك الشكل ؟ 


ص (+اجقا 131+( جاان ہے ضع ٢‏ ان . ری 
بجمع العادتین (١)و(٢)‏ ہے سآ+ ص د ] ہے سا - ( ص۲ ] 
وهذه معادلة قطع مکافیء. 


تتحرك النقطة 9 (س, ص ) في المستوى الديكارتي » بحيث يتحدد موقعها في 
اللحظة ن > ۰۰ بالمعادلتين: س ۔ جتان جان 2 ص - جا آن » جد معادلة 
مسار النقطة وء ثم بين نوع هذا المسار. 
0ی سرآء جتاآن -۲جان جتان + جاآن 
ع ۱ - جا دن 
١ -‏ اص ه سآ -( ص - )١‏ وهذه معادلة قطع مکافیء. 


تتحرك نقطة ن (س » ص )في المستوى الديكارتي بحيث يتحدد موقعها بالمعادلتين : 
س - جاه + جتاه » ص١١[‏ جاه جتاه حيث ه زاوية متغيرة» أثبت أن 
النقظة ن (سء ص) تتحرك على منحنی قطع زائد . 
ور يد ای ای 
۲ ا 
ص٤‏ جاه جتاه ہے گلا ۔ آجاه جتاه 
۲ 
وهذه معادلة قطع زائد 
( والرسمة جزأ من قطع زائد ). 
تتحرك النقطة و ( سء ص ) في الستوی بحیث یتحدد موقعها بالعادلتین : 
س و +۳ جاه » ص ]+ ] جتاه » حیث هه زاوية متغيرة . بين أن النقطة 
و (س , ص ) تتحرك على منحنی قطع ناقص» ثم عين عناصره . 


رس 


س - و +۳ جاه ےھ جاه ا ا۔٥‏ 


۳ 


» صد ۲+ ۲ جتاه ه جتاه = : 


۲ ۲ 
هخا ے الا مک . وميم ادا شم فقس 
1 أفة 


الرکز ( ۵ , ۲ 


٤-۹ 


۱۷۸ 


الرأسان: (۵ + ۳ , )٢‏ ع (م ۰ ؟),ء(-ى,١)‏ 
البؤرتان: (۵ + ب[ ٤‏ <« 2/۲ اما ۵ ٢‏ ام (ه- ol‏ ,5 ) 
طرفا ا حور الاضغر: (۵ ٢۰‏ ) ۔ء(۵٤٤1)‏ 4 ۵۱ +۰ ) 


معادلة احور الأکبر : ص - ۲ وطوله 1۲ د ۳(۲ )2 1 
معادلة ا حور الأصغر: س ده وطوله ۲ب ۲( ۲ )- ۶ 


البعد البؤري - ۲ ج ؟ .[ ۵ ء الاختلاف المركزي ه - 


أمثلة إضافية على القطوع الخروطية 


مثال | رسم من النقطة ( ۲۰۵) الواقعة على دائرة قطر للدائرة, ومن نقطة نهاية 
القطر الأخرى رسم ماس للدائرة» فإذا كانت معادلة المماس هي س ۲ ص + ع - . 
فاكتب معادلة الدائرة . 


رخ | باشتقاق معادلة الماس :١۲ص‏ - . ه ص ۔ ل | 
ميل الماس ۔ ل سه ميل القطر ۔-٠‏ 


معادلة القطر: ص - ۲۲ ( س -۵) ه ص + راس _١١۔.‏ 
وبحل معادلة المماس مع معادلة القطر: - ۴( س _ؤْص ٤+‏ .) 
+ ص + راس ۲١ے‏ . 
۵ ص ۲۰ = ۰ لصا ص = 5 
وبتعویض ص - ۶ في معادلة القطر ه ٤‏ + ۲ س ١١د‏ . 
ہے سے ۶ 
٭ إحداثيات نهاية القطر الأخرى هي ( ۶ »۰ ؛ ) 


مرکزالدائرة | ٤+٤‏ , ا )- (۳۸2,۵] 
۲ ۲ 


راے دهع +۳ ۱ ۱۲۵ 
*. معادلة الدائرة: (س - 4۵( + (ص - ۲)۳ = ۱,۲۵ 
أوجد معادلة الدائرة التي تمس كلا من محور السينات والمستقيم ص = ۸ 
إذا كان الإحداثي السيني لمركزها يساوي ضعف الإحداثي الصادي لرکزها . 
رس ما أن الدائرة تمس مستقيمين متوازيين المسافة بینهما ۸ وحدات فان نصف 
قطر الدائرة = ۶ وحدات والإحداثي الصادي للمرکز - ۶ . 
.٠.‏ الإحداثي السيني للمرکز - ۸ . 


مركزالدائرة = ۰۸۱ )٤‏ 
+ معادلة الدائرة: (س - ۸) + (ص - ۰1۶ ۱۱ 


لتکن (أ » )١‏ ء ( ١٠‏ ۳۳) نهایتا قطر لدائرة تمر بنقطة الاصل . 
آوجد قيمة أثم آوجد معادلة هذه الدائرة . 


رس کرات 2[ لعل E‏ اه | رم | 
۲ ۲ ۲ 
الصورة العامة لمعادلة الداثرة هي : سأ + صا + ؟ ل س + اك ص + ج - . 


CEJ‏ يوون 
۲ 
فتصبح معادلة الدائرة : سأ + صا ( أ ٠+‏ )س + ص + ج د . 
( ۰۰۰) خقق معادلة الداثرة ہے (۲)۰+(1)۰-(]+۱)()+۲() + جد. 
هم جہے۔, 


( ۳۰۰۱ خقق معادلة الداثرة ہے (۲)/۱ +(-۲)۳-(]+۲)۱()۱ ۲(۲) -. 
له .۲ 


,۰ معادلة الداثرة : سا + صأ وس ٢+‏ ص - . 


آوجد معادلة القطع الناقص الذي يشترك مع القطع الکافیء الذي معادلته : 


سآ + ۸ ص = 41 بأحد رأسیه وبإحدى بؤرتيه وتکون بورته الأخرى في نقطة الاصل . 


رس للقطع المكافىء سآ - ۸ص  )۱۳-‏ «اقاه فتحة القطع لأسفل» 
الرأس ۱ ۱۲۰۰)» 4 ج <۸ ه جہ۔؟ 
البورة ( ۱۰۰۰) 

بالنسبة للقطع الناقص : 

البورتان : ( ۰1۰۰۰ (۱۰۰۰) ہے للرکز ( ۵۰۰ ) «القطع عمودي » 
آج ۱۰ له جد 


آحد الرأسين ( ۱۲۰۰) له [- ۷ 
ہے ۹-۲۵١‏ به با ۲٤‏ 


۰ 
۶۰ معادلة القطع الناقص ھی : سا + (ص -۵) ۱ 
۳ ۳ ۶1۹ 


إذا كانت النقطة م تقع على منحنى القطع الناقص لا سآ + (ل +٢)اصا‏ ۱ 
» ل ) . فجد مجموع بعدي النقطة م عن بؤرتي هذا القطع . 


ص 
ع 
ل 


المطلوب حسب تعريف القطع الناقص قيمة >٢‏ 
إذا كان الاختلاف المركزي للقطع الخروطى 


00 1 ۱ 0 0 
والاختلاف المركزي للقطع ا خروطي سے ۶ | هو هم 
7 ب 


۱ ۲ 


> ۲ 
بين أن : بت + هم ۳۳ 


۲ 1 
ها + هم 


5 ۲ 7 
مثال | إذا كان ا حور المرافق للقطع الزائد س" - 2 ء١‏ أطول بوحدتين من ا حور 


لاف الات اتا ك ك واف در 

2٩ ۱1 

۲ 
للقطع الزائد: سآ _ عأ 1١‏ طول ا حور الرافق = ۲ إل 

ل 

۲ ۲ 

ہہ سی دہ ےس طول اٹ حور الأصغر = ۲ (۶) - ۸ 
f ٠‏ رل = ۸+ 2۲ ۰ له مال ۔ ہ هل - ۲۵ 


المصادر والمراجع : 
المراجع العربیة : 


1 _ كتاب الحسبان الشامل في التفاضل والتكامل والهندسة التحليلية / الجزء الأول , تأليف : د . عبد ال جید نصير 
ود. بسام الناشف . 

2 _کتاب الرياضيات للمرحلة الثانوية - الفرع العلمي / المملكة الاردنية الهاشمية . 

3 كتاب الجبر والهندسة الفراغية للمرحلة الثانية للثانوية العامة / جمهورية مصر العربية . 

4 _ كتاب التكامل للمرحلة الثانية للثانوية العامة / جمهورية مصر العربية . 

5 _ الرياضيات ل كامل الناصري . 


: المراجع الأجنبية‎ 
1- Calculus with analytic geometry , Richard A . Silverman. 
2-Calculus , Anton ,Davis,seventh edition . 
3- One and severable variables CALCULUS , SALAS . 


4-3000 solved problems in calculus -Schaum by Mendelson . 
5- Engineering mechanics (DYNAMICS),R.C.HIBBLER . 


محتويات الكتاب : 
التكامل وتطبيقاته 1 _193 
القطوع ا خروطیة 281-194 


الهندسة الفضائية 351_282 


* المثلث هو مضلع مكون من ثلاث قطع مستقيمة مستوية . 
الثلث القائم الزاوية 
وهو المثلث الذي فيه زاوية قائمة وزاويتان حادتان . 
خصائص المثلث القائم الزاوية : 
)١‏ يحقق نظرية فيثاغورس . 
(آجا دا أي ]و یج 
؟ ) طول القطعة المستقيمة الواصلة بين رأس القائمة ومنتصف الوتر يساوي 
نصف طول الوتر. کے 


۱ 0 
ب د  -‏ 
م1 جا 


الثلث التساوي الساقین 


وهو الثلث الذي فيه ضلعان على الأقل متطابقان ویسمی الضلع الثالث قاعدة 
المثلث . 


زاوية الرأس 


. زاویتا القاعدة متساویتان في القیاس‎ ١ 


۲ العمود النازل من رأس الثلث التطابق الضلعین على 
القاعدة ينصفهاء وینصف زاوية الرأس . 


رأس القائمة 


AT 


الثلث التساوي الأضلاع 


وهو الثلث الذي تکون فيه جمیع الأضلاع لها الطول نفسه . 
خصائص الثلث التساوي الأضلاع : 


۲. ق ا١ف | بع ق ج‎ )١ 
. نظريات وقواعد للمثلث‎ 


)١‏ ذا ساوت زاويتان في مثلث زاويتين في مثلث اخر فان قياس الزاوية الثالثة في الثلث 
الأول يساوي قياس الزاوية الثالثة في المثلث الثاني . 

.) ۰۹۰ - الزاويتان الحادتان في المثلث القائم الزاوية متتامتان ( مجموع قياسيهما‎ ) ٢ 

. يكون مجموع طولي أي ضلعين في المثلث أكبر من طول الضلع الثالث‎ ٣ 

. طول الضلع المقابل للزاویة۳۰ في المثلث الثلاثيني الستيني يساوي طول نصف الوتر‎ ) ٤ 


مد 


وچ وھ ا 
می نس 4 


ب 1 


۵) إذا تساوى قياس زاويتين في مثلث فان الضلعين المقابلين لهاتين الزاويتين متساويان 
في الطول . 5 


ق ج أ = ق ب 
له أجاء باج 
1( : منصفات زوایا | 3 لثلث تتلاقى فى نة نقطة واحدة . 
۷ الاعمدة القامة من منتصفات آضلاع الثلث تلتقي في نقطة واحدة . 


۸ تتساوی آبعاد رؤوس الثلث عن نقطة التقاء الأعمدة النصفة لاضلاعه . 


۹ القطعة الستقيمة الواصلة بين منتصضي ضلعین في مثلث توازي الضلع الثالث 
وطولها يساوي نصف طول الضلع الثالث . 


۰ محیط الثلث = مجموع أطوال أضلاعه . 
في الشکل ا جاور محيط ۸ أب ج 
= أب + ب ج + جا 
)١١‏ مساحة الثلث . 
- ( طول القاعدة ) (١‏ الارتفاع ) 
نصف حاصل ضرب طولي أي ضلعين فيه مضروبا بجيب الزاوية المحصورة بينهما . 
ففي الشكل أعلاه تكون : 


مساحة ھ أب ج - ل (أب)(ه ج) 


+ (أب)(ب ج )جاه 


؟١)‏ قانونالجيب: 
في أي مثلث تكون النسبة بين طول أي ضلع وجيب الزاوية المقابله له ثابتة . 


سی 
نا 


متوازي الأضلاع : هو مضلع رباعي فيه كل ضلعين متقابلين متوازيان . 
"خصائص متوازي الاضلاع : ۳ ۱ 
۱ کل ضلعين متقابلين فيه متساويان في الطول . ا ب 
؟) كل زاويتين متقابلتين فيه متساویتان في القياس . 
۴ اه ينصف كل مده الا 
1 ت 


)٤‏ كل زاويتين متتاليتين فيه متكاملتين 
( مجموع قیاسیهما - ۱۸۰) 


٭ يكون المضلع الرباعي متوازي أضلاع في أي من الحالات الاتية : 


۱ إذا كان فيه كل ضلعين متقابلين متوازيين . 
۲ ) إذا كان فيه كل ضلعين متقابلين متساويان في الطول . 

. ذا كانت فيه كل زاويتين متقابلتين متساويتين في القياس‎ ) ٣ 
. إذا كان قطراه ينصف كل منهما الاخر‎ ) ٤ 


۵ ) إذا توازی وتساوى فيه ضلعان متقابلان ۔ 


* مساحة متوازي الأضلاع - طول القاعدة ٭ الارتفاع 
= أب ٭ل 


حالات خاصة لمتوازي الأضلاع : 


. المعين : هو متوازي أضلاع فيه ضلعان متجاوران متساويان في الطول‎ ) ١ 


خصائص المعين: أ) له جميع خصائص متوازي الأضلاع . 
ب ) قطرا العین متعامدان . 
ج ) القطران ينصفان زوايا الرأس . 


د) أطوال أضلاعه الأربعة متساوية . 
ه) مساحة المعين - طول القاعدة * الارتفاع . 
أو نصف حاصل ضرب طولي قطريه . 
) الستطیل : هو متوازي أضلاع إحدى زواياه قائمة . 
ب ) زوايا الستطیل الأربع قوائم . الطول 
ج ) قطرا المستطيل متساويان في الطول . 
د ) مساحة المستطيل - الطول * العرض . 
٣‏ ) المربع : هو متوازي أضلاع إحدى زواياه قائمة وفيه ضلعان متجاوران متساویان في الطول 
وهو حالة خاصة من المستطيل والمعين . 


فالریع هو مستطيل فيه ضلعان متجاوران متساويان في القياس وهو معين إحدى 
زواياه قائمة . 


خصائص الربع : أ ) له جميع خصائص متوازي الأضلاع والستطیل والمعين . 


ب ) مساحة المربع - طول الضلع * نفسه. 
آو - ل" ١ل‏ : طول قطر الریع ) 


شبه النحرف | هو مضلع رباعي فيه ضلعان متوازیان فقط » کل واحد منهما 
یسمی قاعدة » وضلعان اخران غير متوازیین کل واحد منهم 


يسمى ساقا . 
ل (مجموع طولي قاعدتیه ) * الارتفاع 
طول القطعة المستقيمة الواصلة بين منتصفي الضلعین 
غير المتوازيين في شبه المنحرف, يساوي نصف مجموع 
طولي القاعدتين المتوازيتين فيه . 
١‏ ) قياس الزاوية المركزية يساوي ضعف قياس 
الزاوية المحيطية المرسومة معها على القوس نفسه . 
ففي الشکل ا جاور دائرة مركزها م يكون فيها : 


ق ۲ ۲2 ق $ 


الزاوية ا حیطیة الرسومة على قطر الداثرة قائمة . 


۲ ) الزاویتان انحیطیتان الرسومتان على قوس 
ففي الشکل اجاور داثرة بکون فیها: 
ق ۱ ق ۲ 
وبصورة عامة فان : الزوايا الحيطية الرسومة على أوتار متطابقة أو آقواس متطابقة 
تکون متطابقة . 
۳ ) _ العمود النازل من مركز دائرة على أي وتر فیها ینصفه . 
_ المستقيم الواصل بين مركز دائرة ومنتصف وتر فيها غير 
مار بالمركزء يكون عموديا على الوتر. 
_ العمود المقام من منتصف وتر في دائرة مر مركزالدائرة. 


۸1 


تطابق المثلثات 
يتطابق المثلثان في الحالات الاتية : 


. إذا كانت أضلاعهما المتناظرة متطابقة‎ )١ 


E لش‎ 


؟ ) إذا كان الضلعان والزاوية التي يحصرانها في أحد المثلثين تطابق نظيراتها 
في الثلث الاخر . 


کے کے 


٣‏ إذا تطابقت زاويتان والضلع الواصل بين رأسيهما في المثلث الأول مع زاويتين 
والضلع الواصل بين رأسيهما في المثلث الثاني . 


مر مل 


4 ) يتطابق المثلثان القائما الزاوية إذا تطابق في أحدھما وتر وضلع مع نظرائهما في 


تشابه المثلثات 


يتشابه المثلثان في الحالات الاتية : 
١‏ ) إذا طابقت زاويتان في آحدهما الزاويتين المناظرتين لهما في الاخر . 
؟ ) إذا تناسبت أطوال أضلاعهما المتناظرة . 


( يتناسب طولا ضلعين إذا كانت النسبة بين طوليهما ثابتة ) 


) إذا تناسب طولا ضلعين في مثلث مع طولي الضلعين المناظرين لهما في مثلث 
اخر ء وكانت الزاوية المحصورة بين الضلعين في المثلث الأول تطابق الزاوية المناظرة 
لها في المثلث الثاني . 


وينتج من تشابه المثلثين : ١‏ ) الزوايا المتناظرة متساوية في القياس . 
؟ ) الأضلاع المتناظرة متناسبة . 

فان المثلثين الناخجين متشابهان . 

ففي الشکل ا جاور ۸ أب ج يشابه ۸ هد 


ومن خواص التناسب نحصل علی التناسب الاتي : 


ہم 


هاب دج 
بعض الجسمات الشهيرة 


المنشور القائم : مجسم له قاعدتان متوازيتان ومتطابقتان كل منها على شكل 
سطح مستو ومضلع وأوجهه الجانبية مستطيلات . 

ویسمی حسب عدد أضلاع قاعدته» فإذا كانت قاعدته مثلثا نسميه منشورا 
ثلاثيا» واذا كانت قاعدته مربعا أو مستطيلا نسميه منشورا رباعيا .... وهكذا . 


منشور سباعي قائم 


حالات خاصة من المنشور القائم : 


)١‏ متوازي المستطيلات. 
_ له (1) آوجه مستطيلة الشكل وکل وجهين 
متقابلین متوازيان و متطابقان . 
_ له (۱۲) حرفا ( ضلعا) . 


الارتفاع 


_ له(6)رؤوس. 

_ المساحة الجانبية لمتوازي الستطیلات = ( محيط القاعدة ) (١‏ الارتفاع ) 

_ المساحة الكلية لمتوازي الستطیلات = الساحة الجانبية + مجموع مساحتي القاعدتين . 
_ حجم متوازي الستطیلات - ( الطول ) * ( العرض ) * ( الارتفاع ) 

_ قطر متوازي المستطيلات : القطعة المستقيمة الواصلة بين رأسين ليسا في وجه واحد . 


۲ ) الکعب (حالة خاصة من متوازي المستطيلات ). 
_ له (1) آوجه جمیعها مربعات متطابقة . 
_ له (۱۲) حرفا( ضلعا ) جمیعها متساوية في الطول . 9 
_ له (۸) رؤوس . 
_ الساحة الجانبية للمکعب = ۶ ( طول الضلع )۲ 
_ الساحة الكلية للمکعب - 1 ( طول الضلع )۲ 
_ حجم الکعب - ( طول الضلع )۲ 
_ قطر المكعب : القطعة الستقيمة الواصلة بين رأسين ليسا في وجه واحد . 


الهرم 
الهرم : هو مجسم له قاعدة مضلعة ( قاعدة الهرم ) وآوجهه ا انبیة مثلثات لها رأس 


ويسمى الهرم حسب عدد أضلاع قاعدته فإن كانت مثلثا سمي هرما ثلاثيا وان كانت 


مستطيلا سمي هرما رباعیا 7 وهکذا ۲ 


ارتفاع الهرم : طول العمود النازل من رأس الهرم على مستوى قاعدته . 


الهرم القائم المنتظم : هو هرم قائم قاعدته مضلع منتظم .» تكون أوجهه الجانبية 
: ثلثات متطابقة . 
قائم : يكون فيه السقط العمودي للرأس على مستوى القاعدة 
منطبقا على المركز الهندسي للقاعدة . 
المضلع المنتظم : مضلع تساوت قياسات زواياه وتساوت أطوال أضلاعه . 


رأس 


مھ 
ھرم رباعي قائم منتظم 


۲۸۹ 


البناء الرياضي للهندسة الفضائية 


سبق لك معرفة بعض المفاهيم الأساسية من خلال دراستك للهندسة المستوية مثل : 
النقطة والمستقيم والمستوى. 
النقطة : وتتحدد موقع ليس له أبعاد ( طول, عرض,ارتفاع ) ونرمز لھا بأحد أحرف 
الهجاء أب جہ... 
انظر الشكل ا جاور 


الستقیم : يتكون من مجموعة من النقط غير المنتهية الواقعة على استقامة 
واحدة متد من طرفيه إلى مالانهاية وهو ذو بعد واحد ء 
ويرمزله )١‏ بأحد أحرف الهجاء أو ۲) بنقطتين واقعتين عليه . 


الشکل ا اور پثل المستقيم (ل) 3 


٭ ويستخدم الرمز أ ب للدلالة على القطعة المستقيمة أب . 


ويستخدم الرمز أب للدلالة على طول القطعة المستقيمة أب . 


الستوی : سطح منبسط ذو بعدين متد بلا حدود من جميع جهاته ومثل هندسيا 
منطقة رباعية أو ثلاثية أو دائرة ... إلخ . 


ونرمز له بأحد أحرف الهجاء أو ثلاثة ( أربعة ) أحرف تمثل ثلاث ( أربع ) نقط عليه 
ليست على استقامه واحدة . 


الشکل ا جاور مثل الستوی س 
أو الستوی أب ج 
أو الستوی أب جاد سا 


تعريف : اذا وقعت مجموعة نقط على مستقيم واحد تسمى نقاطا مستقيمة 
وإذا وقعت في مستوى واحد تسمى نقاطا مستوية . 


عا جد د نقاط مستقيمة 


والسطوح والأجسام مجموعات جزئية من الفضاء . 


عناصرها في مستوى واحد من حيث خواصها الأساسية وأبعادها ومساحاتها وحجومها 
۰ دون التعرض إلى خواص المواد المكونة لها . 


مسلمات الهندسة الفضائية 
السلقة + عجارة رياضية نقملها دون برهان : 


مسلمة )١(‏ 
أي نقطتين مختلفتين في الفضاء مر بھما مستقيم وحید . 


3 1 


مسلمة (۲) 
إذا تقاطع مستقيمان مختلفان فإنهما يتقاطعان في نقطة وحيدة . 


مسلمة (۳) 


يوجد لأي ثلاث نقاط لا تقع على استقامة واحدة مستوى واحد فقط يحويها . 


ب ) مستقيم ونقطة خارجة عنه ( لا تند الیه ) . 
وذلك لأن المستقيم يحوي نقطتين على الأقل» وحيث أن هناك 
نقطة خارج المستقيم يصبح لديك ثلاث نقط لا تقع على استقامة 
واحدة تعين مستوى واحدا . 

ج ) مستقيمين متقاطعين . 

حيث إن أحد المستقيمين يحوي نقطتين على الأقل, ومکن 
اختيار نقطة ثالثة على المستقيم الاخر بحيث تختلف عن نقطة 
التقاطع وبذلك يكون لديك ثلاث نقاط لا تقع على استقامة 
واحدة تعين مستوى واحدا . 


د ) بمستقيمين مختلفين متوازيين . 
مكنك اختيار نقطتين على أحد المستقيمين ونقطة ثالثة 
على المستقيم الاخر . فيتوافر لديك ثلاث نقاط لا تقع على 
استقامة واحدة تعين مستوى واحدا . 


مسلمة (۶) 
من نقطة خارج مستقيم مکن رسم مستقيم واحد فقط يوازيه . 


مسلمة (۵) 
إذا وقعت نقطتان في مستوی» فإن الستقیم الذي يحويهماء يقع 
بأكمله في هذا المستوى . 


مسلمة (1) 
إذا تقاطع مستويان مختلفان فإن تقاطعهما مستقيم . 


م 
5 
j 7۳0 7‏ ےا 
۴ 1 9 
هب ۱ 


+ 


ملحوظة : 

۱ ) کن رسم مستوی واحد فقط يحوي ثلاث نقاط لا تقع على استقامة واحدة » واذا 
اشترت مستویان في ثلاث نقط لا تقع على استقامة واحدة فانهما ینطبقان . 

۲ ) إذا اشترك مستویان فى نقطة واحدة فانهما پیشترکان فى نقطة آخری على الاقل . 


مثال | الشکل ا جاور مثل هرما ثلاثيا . اعتمد 
عليه في الإجابة عن الأسئلة الاتية : 
١‏ سم ثلاثة مستقيمات . 
۲ ) سم ثلاثة مستویات . ۱ 
٣‏ سم ثلاثة مستقيمات تمر بالنقطة ب . ج 
٤‏ ) سم مستقيما یقع في مستويين مختلفين» ثم اذكر اسمي المستويين . 


هه یه يه 


7 7 
[ ب 2 آد » بج 


؟ ) ثلاثة مستویات : أب ج » أجدد, ب چ د . 
ms‏ 
۲ ثلاثة مستقيمات تمر بالنقطة ب : أب ء 
ههه 8 
3 يقع فيا لستويين ادج 2 آدب . 
- ۲ ۱ سے سر ام 

مثال الشکل ا جاور أي ج دد ج ب أ بمثل متوازي 
مستطيلات . اعتمد عليه فى الإجابة عن 
الأسئلة الاتية : 

سے 


١‏ ) حدد تقاطع المستويين أب ج د» ب ب 


پڪ 

۲ ) حدد مستقیما ہر بالنقطة (د) ويوازي اب . 
5 پڪ 
۳( حدد مستوى يحوي وز 


۲) د ده 


۳) الستوی ه و ز . 
الشکل ا جاور ٹل مجسما مصفرا لهرم خوفو في مصر » والنقطتان : و» ز 

تمثلان فتحتين إلى داخل الهرم . ا 
أعط مثالا لكل ما ياتي : 

. ثلاث نقط على استقامة واحدة‎ ) ١ 

؟ ) ثلاث نقط ليست على استقامة واحدة . 

۳) خمس نقط مستوية . 

. أربع نقط ليست مستوية‎ ) ٤ 

۵ ثلاث نقط على استقامة واحدة من بينها النقطة ز. 


۹ کے + <<( 
1) نقطة تقاطع أ ز مق هد 


رس )١‏ ب,وءجا. 


. ده ه » ز‎ )!١ 

۳ جے ورب رھ مد 
)٤‏ أءب »جه . 
00 


1) د . 


ما عدد الستویات التي بمكن رسمها بحیث ہر کل منها : 
1 لاہ نقط على اسقافة واخدة: 

ب ) بأربع نقط ثلاث منها على استقامة واحدة . 

ج ) برؤوس هرم ثلاثي . 

د ) بثلاث نقط من بين أربع نقط غير مستوية . 


أ) عدد لانهائي من المستويات . 
ب ) مستوى واحد فقط . 


واحدة ؟ 


حخریہ 


مثال | ماعدد الستقیمات التي کن تكوينها من أربع نقاط ليست أي ثلاث منها 
على استقامة واحدة ؟ 


مثال | أي العبارات الاتية صحيحة وأيها خطأ ؟ 
أ) یوجد أكثر من مستوى يمر مستقیمین متوازيين . 
ب ) كل مستقيم ہکن أن بر به عدد غير منته من المستويات . 
ج ) يقع الثلث بأكمله في مستوى واحد . 
۱ ٹپ جه ۰ج ۳ 
د)|ذا كان أ ب يقع في الستوی س فان أ ب يقطع الستوی س في نقطتین فقط . 


و ) یوجد عدد لانهائي من الستویات تمر بثلاث نقط على استقامة واحدة . 


هه 


أ ) خاطئة» والصواب : مستوى وحيد . 


ےےے۔ 
د ) خاطئة, والصواب : أب يقع باکمله في الستوی س . 
ه ) خاطئة . 


الشکل ا جاور أح ي ط مثل هرما ثلاثيا . اعتمد عليه في الإجابة عن الأسئلة 


الاتیة : 
أ) سم أربعة مستويات مختلفة . 


ب ) سم مستويين يحويان المستقيم ح ي . 


هه 


أ( ح ط ي ۽ ح طأ, هاوز, ب جد. 


ب) حي أء ح يط 


لتکن ل » ك» م ثلاثة مستقيمات متلاقية في نة نقطةأ, ن مستقیم یقطع 
الستقیمات الثلاثة في النقط ب » ج٠‏ د على الترتيب » 
أثبت أن الستقیمات الأربعة تقع في مستوى واحد . 


ل,ك ,م ثلاثة مستقيمات متلاقية في النقطة أ. 
المستقيم ن يقطع المستقيمات الثلاثة في النقط ب» ج»د على الترتيب . 
المطلوب : 
اثبات أن المستقيمات ل» ك» م»ن تقع في مستوى واحد . 

البرهان : 
لیکن س هو المستوى الوحيد اگدد بالمستقيم ن 
وبالنقطة الخارجة عنه أ. 

بت كت ۱ 5 - النة شی ہے 
ل يشترك مع الستوی س في النقطتین 
الختلفتينأ, ب . 
mms‏ 1 1 
ك يشترك مع المستوى س في النقطتين 
ا ختلفتین أ ج . 


2 يشترك مع المستوى س في النقطتين ا ختلفتین أ, د . 
هه وه سه 0 ۱ 8 
لذا فإن ل » ك ۰ م تقع بکاملها في الستوی س الذي يحوي 
2 الستقیمات الأربعة تقع في مستوى واحد س . 
أوضاع المستقيمات والمستويات في الفضاء 
أولا : الأوضاع النسبية لمستقيمين في الفضاء . 
أ) المستقيمان يتقاطعان في نقطة وحيدة . 


1 > و و 9 
في الشكلالمجاور: ل / م 41۲ 
وفي هذه الحالة يقع الستقیمان في مستوى واحد . 


ب ) المستقيمان يتوازيان . 
سوه مج ہے یه يه 
ففي الشکل جاور: إذا كان ل // م فان ل ہہ م 0 


ويقع الستقیمان في مستوى واحد . 


ج ) المستقيمان لا يتقاطعان ولا يتوازيان ( مستقیمان متخالفان ) . 
في الشکل ا جاور: 
<< + 0 
ل 2 الستوی س , م / المستوى س- 4 


جه يجيه ۲ 
وفي هذه الحالة ل ء ثم لا ہکن ان یجمعهما مستوی. 2 


۱ 


ملاحظة : أي مستقیمین في الفضاء إما أن یکونا مستویین معا أي یقعان في مستوی 
واحد وفي هذه الحالة ما أن یتقاطعا أو یتوازیا . وإما أن یکونا غير مستویین معا 
أي لا مكن أن یجمعهما مستوی واحد وفي هذه الحالة یکونان متخالفین . 

بت "سح جع ہہ 
ملاحظة : تعتبر القطعتان الستقیمتان | ب , جد متوازیتین إذا كان | ب , جد 
متوازیین وتعتبران متخالفتین اذا كان الستقیمان متخالفین . 


الزاوية بين مستقيمين متخالفين 

تعریف : 

الزاوية بين مستقيمين متخالفين هي الزاوية الحادة التي یصنعھا أحدهما مع 
أي مستقيم مرسوم من نقطة عليه موازيا الآخر . م 
في الشكل المجاور: 

هه . 5 
ل » ثم متخالفان حيث: 

عو هه ء 

ل < الستوی‌س , م / الستوی‌س - 4)١‏ 

1 اه سای 

ولإيجاد الزاوية بينهما نرسم من آ ن // ل في الستوی س. 
فتكون الزاوية الحادة ب أ ج هي الزاوية بين السقیمین المتخالفين ل, م 
ملاحظة : إذا كان ق $ ب أج ۔ 9۹۹۰ نقول أن المستقيمين المتخالفين ل, م 
متعامدان . 


مثال | الشکل ا جاور مثل متوازي مستطيلات 
عين ثلاثة أزواج من المستقيمات المتخالفة 


المتعامدة. 
رس 


سه وم جه سه ہے جه 0 
( أدء ذو 12١‏ ره رو , جح ) 


ثانيا : العلاقة بين مستقيم ومستوى فى الفضاء . 
مکن حصر العلاقة بين مستقيم ومستوى في الفضاء في أحد الأوضاع الثلاثة الاتية : 
١‏ ) الستقیم بقع بتمامه في المستوى . ( انظر الشکل )١(‏ ) 
؟ ) المستقيم يقطع المستوى في نقطة واحدة فقط . ( انظر الشکل (؟ ) ) 
" ) المستقيم لا يشترك مع المستوى في أي نقطة . « المستقيم يوازي المستوى » 
( انظر الشکل (۳) ) 


3 


AN 


الشكل (۳) 
ans‏ 
ل ۸ المستوى س۔ ۵ 


0 


أي ل //المستوى س 


الشكل ا جاور مثل هرما سداسيا قائما منتظما . 
أعط مثالا على كل ما يأتي : 
أ) مستقيمين متوازيين . 
ب ) مستقيمين متقاطعين . 
د) مستويين متقاطعين . 
ه ) مستقيم يقطع مستوى . 


@ 


أ ) ما أن قاعدة الهرم مضلع سداسي منتظم فكل ضلعين متقابلين متوازيان . 


7 7 73 


جه ۱ 
ه) أ ز یقطع الستوی ب زو في النقطة ز. 


ثالثا : العلاقة بين مستويين فى الفضاء . 
يمكن حصر الأوضاع ا ختلفة لمستويين س» ص في الفضاء في الحالات الثلاث الاتية : 
ههه 
١)المستويان‏ يتقاطعان في مستقيم ل: المستوى س /٦‏ المستوى ص - ل 


ملاحظة : إذا اشترك مستويان في نقطة ما فإنهما يشتركان في 
خط مستقيم مر بهذه النقطة . 


؟ ) المستويان يرد يشتركان في جميع النقاط : الستوی س - المستوى ص . 
۳ ) المستويان لا يشتركان في أي نقطة : المستوى س /٦‏ المستوى ص - | 


في ا حالتین الأخيرتين نقول إن المستويين متوازيان : المستوى س // المستوى ص 


۳۹4 


أي من العبارات الاتية صائبة وأي منها خاطئة ؟ 
«أعد كتابة العبارة الخاطئة بصورة صحيحة » . 
ق 1 0 00 ۲ ٠‏ هه 
) إذا لم يشترك المستقيم ل مع المستوى س في أي نقطة فإن ل 7/ المستوى س. 
ب ) إذا تقاطع مستويان مختلفان فإنهما يتقاطعان في مستوى . 
ج ) من نقطة خارج مستوى مكن رسم مستقيم واحد فقط يوازي هذا المستوى . 
د ) إذا توازى مستقيمان فإن أي مستقيم يقطع أحدهما يقطع الاخر. 
أ ) صائبة . 
ب ) خاطئة » والصواب : المستويان ا ختلفان يتقاطعان في مستقيم . 
من نقطة خارجة عنه . 


د ) خاطئة , والصواب : إذا توازى مستقيمان فإن أي مستقيم اخريقع في مستواهما 


يقطع أحدهما يقطع الاخر. 


أي من العبارات الاتية صائبة وأي منها خاطئة ؟ 


أ) يكون الستقیم قاطعا للمستوى عندما تكون إحدى نقاطه فقط واقعة في المستوى . 


ب ) يكون المستقيم واقعا في المستوى في الحالة التي يشترك فيها مع الستوی في 
نقطتين من نقاطه على الأقل . 

ج ) إذا وازی مستقيم مستوى فإنهما لا یشترکان في أي نقطة من نقطهما . 
د ) المستقيم الواقع في أحد مستويين متوازيين يوازي المستوى الاخر. 

ه ) أي ثلاث نقط في مستوى يجمعها مستقيم واحد . 

و ) إذا تقاطع مستقيمان في نقطة وحيدة فإنهما يعينان مستوى . 

ز) الستقیمان المتخالفان يعينان مستوى وحید . 

ح ) ينطبق المستويان إذا اشتركا في نقطتين على الأكثر. 

ط ) ينطبق المستويان إذا اشتركا في أكثر من نقطتين مختلفتين . 

ي ) أي نقطتين مختلفتين يمر بھما مستوى واحد فقط . 

ك ) أي نقطة في الفراغ مر بها عدد لانهائي من المستويات . 

ل ) أي ثلاث نقط ليست على استقامة واحدة هر بها مستوى واحد فقط . 


م ) كل مستويين متقاطعين يشتركان في نقطة واحدة فقط . 


هه 


أ ) صائبة ب ) صائبة » ج)صائبة » د)صائبة » ه)خاطئة 
و) صائبة زاخاطئة , ح)خاطئة , ط)خاطئة , ي )خاطئة 


ك)صائبة » [)صائبة ء م)خاطنة 


| مثال | آثبت أنه إذا تقاطعت ثلائة مستقیمات في ثلاث نقط فإنها تقع في مستوی 


و وس ۲ ۱ 
أب , باج متقاطعان فيعينان مستوى واحدا وليكن س . 


ms 

النقطتان أ ج د الستوی س ےھ أج < المستوى س 
8 7 5-9 7 5 

. أب » بج أاج تقع في مستوی واحد‎ .٠ 


أثبت أن كل مستوى يحوي ثلاثة مستقيمات على الأقل . 
س مستوى . 
المطلوب : إثبات أن المستوى س يحوي ثلاثة مستقيمات على الأقل . 
البرهان : 
المستوى س يحوي على الأقل ثلاث نقط ليست على استقامة واحدة ولتكن أ ء ب, ج . 
هناك ثلاثة مستقيمات مختلفة على الأقل تقع في المستوى س وهي : 


أثبت أن أضلاع أي شكل رباعي فيه ضلعان متوازيان تقع جميعا في مستوى 


واحد . 


رس المعطيات: 


أب جد شكل رباعي فيه أب / ج د 


إثبات أن : أب » با ج و ج د ”2 دا 
البرهان : 


سب الك تم لهم 
أب ۸ جو هه اب / ج د 


سای 
ج د یحددان مستوی وحیدا ولیکن س . 


النقطتان أ»د تنتميان للمستوى س ےھ دا الستوی س . 


النقطتان ب »ج تنتميان للمستوى س ه ب ج 2 المستوى س. 


گر بے ۾ ال تح م جد و م دا تقع في مستوى واحد . 


1 هه 
مثال الستقیم ل // الستوی س » النقط أ ب, ج و ل 


22( 
من هذه النقط ثلاثة مستقيمات متوازية فقطعت المستوى س في النقط د » هء و 


على الترتيب . أثبت أن النقط د » ه» 9 تقع على استقامة واحدة . 
٠٣2‏ المعطيات : 


الشعقيم ل // الستوی س , 


7 
النقط أ »ب»ج 53 ل ¢ 


النقط د 2 هء و < الستوی س » 


حالس 


ہے جح ےد 
اد ۸۷ به / جو 
المطلوب : إثبات أن النقط د » ه» و تقع على استقامة واحدة . 


7 ات ويم 
البرهان : آد ”ل جو فهمايعينان مستوى وحيدا وليكن ص . 


النقطتان د »,و < المستوى ص , النقطتان د ,و < الستوی س 


> 
۰ المستوى س /٦‏ المستوى ص - د و 


:5 حص هه و 
النقط أ»ب»ج 5 ل »ل 2 الستوی ص ه النقطة ب < الستوی ص 


اود # هف خم به ار ایض 


۰ النقط د » ه» و < الستوی ص , كذلك النقط د » ه»› و د2 الستوی س 


5 ass 
. النقط د » هه و تقع على استقامة واحدة‎ ٠٠ النقطة ه < د و‎ 


في الشكل الجاور: 
وس 
س» ص مستویان متقاطعان في ل » 
ده و مثلث تقع رؤوسه في الستوی ص . یم ص 
کر 
nT‏ 
75 و TAR SOE SSA a‏ 1 
فاثبت أن: رء ح » ط على استقامة واحدة . 


وت چس 


المعطيات: الستوی س /١‏ الستوی ص - ل » 
النقط ١ء‏ ب, ج < المستوى س » النقط د 2 ه» و 3 المستوى ص, 
A‏ - (د4, 7 ل ون ۸1 سا ا مت وہ - (ط4 
الطلوب : إثبات أن النقط ر٠‏ ح, ط على استقامة واحدة . 
البرهان : 


73 73 ۵ 
أ ب الستویوس > النقطةر <3 أب .. النقطةر < الستوی س. 


د ه < المستوى ص ۰ النقطةر 5 د ه ٠6‏ . النقطةر < المستوى ص . 
ههه 
النقطة ر < ( المستوى س /٦‏ المستوى ص ) .“. النقطةر < ل 
Ds 0‏ 
وبنفس الطريقة نثبت أن كلا من النقطتين ح» ط 3 ل 
هه 
النقط ره حط <3 ل 
٠٠‏ النقط ر»ح» ط على استقامة واحدة . 


مثال | إذا كانت النقط ١ء‏ ب , ه تقع في المستوى س » والنقط أ, ب» ج 
چجے۔ 


تقع في الستوی ص . أثبت أن المستويين س» ص يتقاطعان في | ب 
النقط اأءبء ھہ تقع في الستوی س 
النقط أ ب , ج تقع في الستوی ص 
الطلوب : 
8 0 8 : ے۔ 
إثبات أن المستويين س » ص يتقاطعان في | ب 
البرهان: النقطتان اب < الستوی‌س. ہے أب < الستوی س. 


1 سه 
النقطتان أءب < الستویص. له أب « المستوى ص . 


و چس 
أب < (الستوی س /١‏ المستوى ص) 


ms 
المستويان يتقاطعان في مستقيم وحيد هو أ ب‎ ", 


قطعت أج المستوى س في النقطة ( ب ). سم من أء ج مستقيمان 


متوازيان قطعا الستوی س في النقطتين ھءد على الترتيب كما في الشكل الاتي . 
أثبت أن النقط ه, ب, د تقع على استقامة واحدة . 


أج /١‏ الستوی س -إب4 , 
ههه 
أها ۸ دجا › 
هه 
أ هھ /١‏ الستوی س اه4 3 
ms‏ 
د ج ۸^ الستوی س اد U‏ 
المطلوب : إثبات أن النقط ھ٠‏ ب, د تقع على استقامة واحدة . 
البرهان : 
OE OS‏ 
ماآن أه ”/ دج فهمايعينان مستوى وحيدا وليكن ص . 
النقطتان أ»ج < المستوى ص له أج ر الستوی ص 
وما أن النقطة ب 3 چ ه النقطة ب 3 المستوى ص . 
.٠.‏ النقط ه » ب»د < المستوى ص . 
ومن المعطيات هد ب »د د الستوی س . 
.7۰ النقط ه ,)ب د و (المستوى س /٦‏ المستوى ص ) 


۰ النقط ھء بءد تقع على استقامة واحدة . 


فى النقطة (د) » وأخذت نقطة (ه ) 5 إد ورسم مج يقطع المستوى 
س في النقطة ( و) . آثبت أن النقط د, و »ب تقع على استقامة واحدة . 
1 


[ ج ۸ الستوی س = بإ 

ژد ۸ للستوی‌س ےا دل ۰ 
النقطة ه 5 اد ۶ 

هج ۱/ الستوی س - ۲ و4 . 


الطلوب : إثبات أن النقط د »و »ب تقع على استقامة واحدة . 


البرهان: | ج , زد متقاطعتان فتعينان مستوى وحيدا وليكن ص . 
النقطتان: ه » ج 3 المستوى ص عه هج < المستوى ص 
لکن النقطة و < هج ه النقطةو 5 المستوى ص 
۰" النقط دءو» ب < المستوى ص 
ومن المعطيات: النقط د»و»ب < المستوى س 
.*. النقط دہ و ءب و (الستوی س١/‏ الستوی ص | 


.. النقط د » و »ب تقع على استقامة واحدة . 


مثال 


النقطتان ج ,ب تقعان في جهتين مختلفتين 

من المستوى س . 

ج ب تقطع المستوى س في النقطة (د)» 

حيث: ج د = دب » رسم من ب, ج قطعتان 

مستقيمتان متوازيتان قطعتا الستوی س في النقطتين 
9ھ على الترتيب كمافي الشکل ا جاور . 


)١‏ آثبت أن النقط ه » دو تقع على استقامة واحدة. 

۲ ) أثبت أن الشكل ه ج و ب متوازي أضلاع . 

العطیات : ج ب ۱/ المستوى س - ( د 1 + جدادء دب » بو جه »2 
بو /٦‏ الستوی س - او » جه ۱/ الستوی س - اه 

البرهان للفرع .)١(‏ 

ب و / جه یعینان مستوی وحید ولیکن ص . 

النقطة ج < الستوی ص » النقطة ب < المستوى ص .". ج ب 2 الستوی ص 

لکن النقطءة د < جب ۰ النقطة د < المستوى ص 

۰ النقط هه د» و < المستوى ص . 

من المعطيات: النقط هه دو < الستوی س . 

۰ النقط هه د» و < (المستوى س /١‏ المستوى ص | 


۰ النقط ه» د» و تقع على استقامة واحدة . 


البرهان للفرع (؟ ) 

المثلثان ج ه د, د وب فيهما: 

١‏ ق َإ[ مجد - ق ل دبو (بالتبادل) 

۲ ق ‏ ج ده = ق ‏ ودب (بالتقابل بالرأس ) 

۳ جد= دب (معطی) 

.. لل جداهد 2 ل دوب متطابقان وینتج أن : 
جاه د بو » ومعطى بو // جاه 

تر الشكل ه ج وب متوازي أضلاع . 

أثبت أنه إذا تقاطعت ثلاثة مستويات مثنى مثنی 
في ثلائة مستقيمات وتقاطع مستقيمان منها في نقطة 


فإن نقطة تقاطع هذان المستقيمان تنتمي إلى المستقيم 
الثالث ۔ 
العطیات : 
سء ص » ع ثلاثة مستويات متقاطعة مثنى مثنى حيث : 
ب 
الستوی س /٦‏ الستویع = بال , 
الستوی ص /٦‏ الستوی ع 


ههه 
الستوی س /١‏ الستوی ص = جه » 


۳ 5 -ےے۔ 
الطلوب : إثبات أن النقطةأ < جه 


at‏ حجطله»هه 
البرهان: النقطة أ < بل , بل هو خط تقاطع المستويين س٠‏ ع . 


.'. النقطةأ < الستوی س )١(...‏ 
: یه o‏ 
النقطةأ < دك , دك هو خط تقاطع المستويين ص٠‏ ع . 
.'. النقطة [ < الستوی ص ۲۱..۰) 
من (۱)و۲۱) .", النقطةأ تنتمي إلى المستويين س, ص . 


۰ النقطةأ < [المستوى س /١‏ الستوی ص | 


جم 
۰ النقطة أ 23 جه 


نظرية )١(‏ 
إذا وازى مستقيم خارج مستوى مستقيما في المستوى فإنه يوازي هذا الستوی . 


| لها بالتناقض : إحدی طرق 7 
هيف جه البرهان» حيث يتم فرض عدم 

أب خارج الستوی س » جد واقعة فى الستوی س » | صح المراد إثباته » وأثناء 
استخدام الحقائق من نظربات 
ومسلمات جد تناقضا اما مع 
معطيات السؤال أو مع مسلمات 
ونظريات سابقة وهذا يؤكد 
عكس الفرض . 


البرهان ( باستخدام طريقة البرهان بالتناقض ) 
٤ ۲ 8‏ 
افرض أن أ بالا يوازي الستوی س 
وعلیه, فإنه یوجد نقطة مشتركة بين 
جه 


وا لستوی س ولتكن ه . 
أه د مستوی » د نقطة فيه خارج اغے . 


<> 
إذن يمكن رسم مستقيم يوازي أ ب من النقطة د ويقع في المستوى اھ د. 


1 جه 
إذن آمکن رسم مستقیمین من النقطة د یوازیان أ ب وهذا یناقض السلمة « من 
نقطة خارج مستقیم مكن رسم مستقیم وحید فقط یوازیه » . أي أن 
یقطع الستوی س ومنه زب / الستوی س . 


إذا وازی مستقیم مستوی فان کل مستوی مار 
بالستقیم وقاطع للمستوى المعلوم يقطعه 
ههه 
أب ۸ المستوى س 


جح ہس 


الستوی ص ير بالمستقيم أب ویقطع الستوی س 
ms‏ پڪ + 
في جد وحسب النتيجة یکون : أب // جد 


آرب نقطتان في المستوى س , والنقطتان جد خارج الس توى س بحيث: 


اح 777 ب د » أ جع ب د. برهن آن : جد 74 الستوی س . 


جح د 


العطیات : 
أب نقطتان في المستوى س . 
ج» د نقطتان خارج المستوى س بحيث : 


أ ج // ب د » أجاءدبد. 


ثبات أن: جه // الستوی س. 


هه ]ههه 7 5 5 ۳ 
أ ج ۸ باد » اج < بد إذن الشكل أب ج د متوازي أضلاع . 


م المستوى س. 


جه حه سس 
وعليه فإن: جد 7 أب , لكن أب 


ج ۸ المستوى س . 


2 سح و هه هه دہ 

مثال | أب , جاد, هو ء ثلائة مستقيمات متوازية ولا تقع جميعها في مستوى 
واحد . اثبت أن [ ب يوازي الستوی الذي يعينه المستقيمان جد , هو . 
۱ 9 


بات : 


8 


آب » جد » ه9 ليست واقعة فى مستوى واحد . 
المطلوب: 
۲ 8 ۰ ہے 
اثبات آن : أب يوازي الستوی الذي يعينه جاد , هو . 
البرهان : 
Da.‏ سج دک 
حيث إن جد / هو فهمايعينان مستوى وحيدا وليكن س . 


جه جه 
وماآن أ ب خارج الستوی س ويوازي جد الواقع في المستوى س فان : 


أ // الستوی س . 


سجه 
| ب 


هه جه جه 
.*. أب يوازي المستوى الذي يعينه جاد , ه و . 


تذکر : المستقيمان الموازيان لثالث في الفضاء متوازيان . 


| مثال | ج أب 0 د أب مثلثان في مستويين مختلفين فإذا كانت س,ص »م »ن منتصفات 


جا » جب , دأ, د ب على الترتيب فاثبت أن : 


7 mm” 
. س ص // المستوى داب‎ )١ 


۲ ) الشکل س ص ن م متوازي أضلاع . 


جأب » د أب مثلثان ليسافى مستوى واحد. 


س ص, مء ن منتصفات 7 » جاب E‏ دب على الترتیب . 


e 5 1‏ 5 
المطلوب إثبات أن: )١‏ س ص ”/ المستوى دا ب . 
۲ ) الشکل س ص ن م متوازي أضلاع . 


البرهان : .لے 
فى الثلث أب ج: س منتصف ج أ » ص منتصف ج ب 
۱ سم هه 
.*. سص۔ ل أب » سص // أب )١(....‏ 
ms‏ 1 


a 5 7‏ 2 
لکن أب « الستوی داب .*. س‌ ص / الستوی داب . (الطلوب آولا ) 


في المثلث د أب :م منتصف دأ » نمنتصة داب 
١‏ ۰ء << جه 
٠‏ لزن شح 9 2 من ۸ب ....(]) 


8 1 ۶ 
من (۲(9)۱ )ینتج آن : سص / من » بے جج اب 


« الستقیمان الوازیان لثالث في الفضاء متوازیان » 
في الشکل سصنم: س‌ص - من , س‌ص // من 


۰ الشکل س ص ن م متوازي أضلاع . المطلوب ثانیا) 


Ds 3‏ 8 8 پڪ 
أب , جد مستقیمان متخالفان » رسم من النقطة (د) ده يوازي 


چ 
. برهن أن: أب / المستوى د جه. 
Ds a ١‏ سوه 
أب , جد مستقیمان متخالفان » ده ۸ جد -(دل 58 
جه Ds‏ 
ده ۸ أب 


۲ طبه 
انظلرب+اقات أن ز ب. # الستوی ده کے 
البرهان : : 


یه جه 
ده , ج د متقاطعان فيعينان مستوى وحيدا وليكن س . 


جه هم وه 
لکن أب ۸ دهم ده < الستوی س. 


۰ 
۰ ات / ١‏ لستوی س . 


0 


جه 
اب 


// الستوی دج اه . 


| فا ]سورض سوا اضر فى أب » الستوی ع يقطعهمافي جد 2 ه و 


هه 
على الترتيب , وكان أ ب ۸ الستوی ع . أثبت أن : جاد 7 ه و ۲ 


Dm 


الستوی س ۸ المستوى ص - أ ب 0 

الستوی س ہ الستویع ۔ے جد ”2 
sy‏ 

الستوی ص ۸ الستویع - ه و 


U 


0 


س 
أب / المستوىع 


المطلوب : إثبات أن جو ہج 


البرهان : 


جه سرت ہے 
ب / الستویع 2 أب م الستوی س » المستوى س ہ الستویع ۔ جد 


ب / جد ....(۱) 


0 


+ 
أب ”/ الستوی ع > أب ( الستوی ص ,2 الستوی ص ٦ہ‏ الستوی ع 


i 
)٢۲(۔... ه و‎ / 


)؟(و)١(نم‎ 


5 2 وق‎ 5 sus ams 
» ج د // ه و « الستقیمان الموازيان لثالث في الفضاء متوازيان‎ 


اب < المستوى س , م نقطة خارج المستوى س , ژسمت م أ »م ب 


ثم فرضت نقطة ( ج) على م أ بحيث لم 


ئ 


0 وفرضت نقطة (د) على م ب 


غ د - ٣‏ . أثبت أن جد // المستوى س. 
: 0 


بتناسب طولي ضلعين في المثلث 
الأول مع طولي الضلعين المناظرين 
لهما في المثلث الثاني والزاوية 
المحصورة بين الضلعين في المثلث 
الأول تطابق الزاوية المناظره لها 
في المثلث الثاني . 


المعطيات : 
س» ص مستويان متوازیان » ع مستوى ثالث قاطع 


_ حم > يه 
لهمافي [ ب » جد 
الطلوب : 


اثبات آن | ب ۸ جد 


البرهان : 
ےو 
| ب 


أب < الستوی س » جد < الستوی ص 


لکن المستوى س // المستوى ص . 
جه a‏ 
لکن أب » جد واقعان في الستوی ع . 


ههه 
7271 دا 
| مثال | إذا كانت (ن ) نقطة خارج الستویین المتوازبين س, صء ومر بالنقطة (ن) 
مستقيمان قطعا المستوى س في أ» ب كما قطعا الستوی ص في ج, د . 
و سس سو 
برهن أن أب 7 جد . 
العطیات : س ص مستويان متوازيان» ن نقطة خارجهما 
سه eg‏ 1 ۱ 5 
ل , هم يتقاطعان في ( ن ), ويقطعان الستوی س في أءب على الترتيب 
ويقطعان الستوی ص في ج »د على الترتيب . 


ل , ثم يتقاطعان في (ن) فھما یحددان مستوى 
وحيدا ولیکن ع . 


الستوی ع يقطع المستويين المتوازيين س, ص في 
27" معان اتب 7 14 


جه E‏ 
'. أب ” جد 


۴ ههه 
س رض مسٹویان متوازیان, (و) نقطة واقعة بینهما ١ب‏ , ج یقطعان 
الستوی س في أ» ج على الترتيب ويقطعان الستوی ص في ب,د على الترتيب 


ويتقاطعان فى النقطة ( و). أثبت أن : آ9 ۔ أج . 


۱ وب دب 


الستوی س // المستوى ص ء 
النقطة ( و ) واقعة بين الستویین س» ص : 


آپ ۸ المستوىس -(41 , 
أب م الستوی ص = إب4 , 
جد 0 المستوىس اج » 
ج ۸ المستوى ص - ۱ د) 2 


أ ب » جد متقاطعان فيعينان مستوى وحيدا ولیکن ع . 


مع ہے 
الستوی ع یقطع الستویین التوازیین س, ص في جا م پ د على الترتیب . 


سوه 
کی اا عو کا بے 


في المثلثين ج وأء ب ود يكون : 


کی المثلثان جوأءبود متشابهان . 


| مثال | إذا كانت ن نة نقطة خارج المستويين المتوازيين س» ص, ومر بالنقطة ن ثلاثة 
مستقيمات غير مستوية » فقطعت المستوى س في أ ب»ج» كما قطعت المستوى 
ص في دہ ھے و . برهن أن : المثلثين أب ج» د ه و متشابهان . ن 
الستوی س // الستوی ص 


ن نقطة خارج المستويين س» ص . 
سوه سه t=‏ 
ن د » نه د 9 ثلاثة مستقيمات غير مستوية تقطع 
الستوی س في النقط أ, ب »ج »وتقطع المستوى ص في 
النقط دہ ه»و» على الترتيب . 


الطلوب : 
إثبات أن المثلثين أب ج٠‏ د ه و متشابهان . 


البرهان : 
كل مستقیمین مختلفين متقاطعین في ن من ا الستقيمات 


الثلاث يعينان مستوى وحيدا يقطع المستويان المتوازيان س, ص في مستقيمين متوازيين 
هه 


0 


جه هم جه ہے o‏ 
؟. أب /ده 2 بج / هو» اج ۸ د و 
.. المثلثان ن أب»ن د ه متشابهان 


سس لص 


.. المثلثان نب ج, ن هو متشابهان هم 
۰ المثلثان ن جهن د و متشابهان ها 


۱ أب _ بج 
من (۲(9)۲(9)۱۱) هم سس 


الأضلاع التناظرة في المثلثين أب ج, د ه و متناسبة . 


گی المثلثان أب ج» د ه و متشابهان . 


۳ 


س, ص»ع ثلاثة مستويات متوازية قطعت 
الستوی ص في (ن ) كما في الشكل المجاور. 
د ھے 
بج هو 


م متخالفان ۰ 
ms‏ 5 
ل بانظع ناکم فوع في العف ریم ج غلی الب : 
تچ ۳ 
م یقطع الستویات س, ص,ع في النقط دوه ,و على الترتیب » 


اوہ الستوی ص = ( ن 4 


جه سه 
و متقاطعان في النقطة | فيعينان مستوى وحيدا وليكن ق . 
»هه ههه 
الستوی ق يقطع كلا من المستويين المتوازيين صءع في ب ن » ج و على الترتيب . 
Das‏ ههه 
.بان / جو 


۰ المثلثان أب ن » أج و متشابهان . 


CVs 


أ و » دو متقاطعان في النقطة و فيعينان مستوى وحيدا وليكن ك . 
جه سه 
الستوی ك يقطع كلا من المستويين المتوازيين س »ص في د أ, هن على الترتيب . 
Ds‏ 4 
۰ هن ۸ دا 


.*. المثلثان ون ه, و أد متشابهان . 


| مثال | س» ص مستويان متوازیان, م نقطة خارجهما . م آب»م ج دءم ه و ثلاثة 
مستقيمات تقطع المستوى س في النقط أ.ج»ه, والمستوى ص في النقط 
ب ده و فاذا كان م [: أب ۳:۶۲ وکان أ ج 4 سمء ج ھ١۲‏ سم أه - ۵ سم» 


فجد : أ) آطوال أضلاع الثلث ب د و . 3 


ب ) مساحة الثلث ب د و. 


الستوی س // الستوی ص 

م نقطة خارج الستویین س » ص . 
جه هېه س 
مع ب ‏ ثم د2 ثم و ثلانة مستقیمات تقطع ا لستوی 
س في النقط أءجے ه , وتقطع المستوى ص في 
النقط ب, دہ و على الترتيب » 

م 


7 آأج < ۶ سم » جاه - ۲ سم » 


الطلوب : إيجاد أ) آطوال أضلاع المثلث ب د و. 
ب ) مساحة المثلث ب د و. 

ال جل : 
عل ليه o‏ 5 ۲ 

م ب , م د متقاطعان فيعينان مستوى وحيدا ولیکن ع 

at 1‏ ههه 
الستوی ع يقطع كلا من المستويين المتوازيين س»ص في أ ج » ب د على الترتیب . 
. أج / باد 


۱ جه سه جه سه 
وبالثل یکون جه / دو » أه ۸ بو 


۰ المثلثان م أج »م ب د متشابهان 


مأ اجا مج .۲ 
م د 0 


الثلث ب د و قائم الزاوية في د لان : 1۱)'۔ )#34 (۲۱۰ 


مساحة الثلث ب دو - (۱۰) )خ1( > ۲۷,۵ سم؟۔ 


منال | مثل الشکل ا جاور ثلاثة مستویات متوازية 
س ص, ع رسم القاطعان أب ج,د ه و فقطعا 
الستوی س في النقطتین أ»د وللستوی ص في 
النقطتین ب» ه والستوی ع في النقطتین ج» و . 
فإذا كان القاطعان في مستوی واحدء5۲ ل على 
المستويات الثلائة, و ه ٣٣‏ سم , وج - ۱ سم, 
هب = ٠١‏ سم ره د٠۵‏ سم . 


احسب طول كل من أد , أب, ب ج . 


جے ےم 

أ ج دو في مستوى واحد ويقطعان المستويات المتوازية سء ص ع . 
- 1 ههه ی 

. ۱ د // ب ه // ج و 


وہس 


5 ون هه ھا 57 5 
نرسم ج ط ي ل على كل من ب ه , أ د وتقطعهما في ط,ي على الترتيب . 


المثلث ب ط ج قائم الزاوية : ( ب ج )= ( ب ط )+ رط ج )"' - (41)' + (٣)ء‏ ۲۵ 


يمثل الشكل الجاور متوازي المستطيلات 
٦٦ء‏ إذا قطع المستوى س أحرفه 


سے سے ہپ e‏ 4 
» با بء جج مد د الجانبية في و»ز,ح,ه 


على التوالي . أثبت أن الشكل ه و زح متوازي أضلاع . 


کس را 8 ۲ 8 7 8007 ل 
ب أ متوازي مستطيلات » الستوی س قطع أحرفه الجانبية في و ز»ح» 


02 التوالي . 


إثبات أن الشكل ه و زح متوازي أضلاع . 
ب ء ج جه د في متوازي المستطيلات متوازيان . 
5 1 5 4-2 جه 
الستوی س يقطع هذين المستويين في 9 ز, هح على الترتيب ... فرضا 
© 


جه ههه هه 
کے وز ۸ هبح ....(۱۱) وبالثل ح ز//ر هو )١(....‏ 


من (۱) و(۲ ) ينتج أن الشکل ه و زح متوازي أضلاع » وهو الطلوب . 
نظرية (۲) 
إذا تقاطع مستویان ورسم في آحدهما مستقیم يوازي الستوی الاخر» فان هذا 
الستقیم يوازي خط تقاطع المستويين . 
العطیات : 
ےہ 
الستوی س /١‏ الستوی ص د أب 
جد 7 المستوى س » جد < الستوی ص 


المطلوب : 


5 جه وت 
اثبات أن جد ۸ أب . 


البرهان : 
m=” ms‏ سرت هم 
جد / المستوى س , جد < المستوى ص , جد /١‏ الستوی س ۔ 0 


هه 
لكن ب < المستوى س 

جه جه 
لكن جد » أب يقعان في الستوی ص . 


هه وه 
.أب / جد 


1 هه 
سءص مستويان متقاطعان» رسم | ب في المستوى س موازيا للمستوى ص» 
سے ہے کوھت چوس 
كما رسم ج د في الستوی ص موازيا للمستوى س . برهن أن : أب // ج دا 
جه 
الستوی س /١‏ المستوى ص = هو , 


أب < الستوی س ء أب ”/ المستوى ص, 


جه جه 
ج د < المستوى ص, جد / المستوى س » 


سو هه جهھ سه 
ج د < المستوى ص, المستوى س /١‏ الستوی ص = هو » جد // المستوى س 


i m=” 
61 ا ج د // ه و . ری‎ 


Dm 
ب‎ | 


جط سم + 
[ ب < المستوى س » المستوى س /١‏ الستوی ص = هو 2 أب / الستوی ص 


هه سح 
من(١)و(١).".‏ أب ”/ جد . «المستقيمان الموازيان لثالث في الفضاء متوازيان » 


اذاوازی مسكقيم مسهيى روم باکت شیم مسغويان يقظعان السهوى العلوم» 
فبرهن أن خطي تقاطعهما معه متوازيان . 


جه 
جه 

الستوی س /6١‏ الستوی ص د أب , 

الستوی س ۸ الستوی ع 

الستوی ص /٦‏ الستویع جد » 


5 7 ا لد ع وه 
المطلوب : إثبات أن جد ۸ هو . 


البرهان : 
۳ 3 > 
أب 7 الستویع , أب < الستوی س , الستوی س /١‏ الستویع - هو 


ms‏ جه 
کے أب 7/ هو ل( 


ہو ہجےجے۔ 
أب // الستویع , أب < الستوی ص , الستوی ص /٦‏ الستوی ع 


هه سل 
.أب / جد ....(۲) 


جه وم « ا ل کے فى الفضاء م 
ی جد / هاو. المستقيمان الموازيان لثالث في الفضاع متوازيان 


| مثال | ب نقطتان تقعان على مستقيم يوازي المستوى س . مر بالنقطتين مستقيمان 
متوازيان قطعا الستوی س في جمد على الترتيب . أثبت أن : أ ج = ب ده أب = ج د . 
سم حه , جه سه 
١‏ ڑپ 47 المستوى س » حت 04 ب د » بد ۸ المستوى س = د)» 


هه 
أ ج /١‏ المستوى س = إج]. 
المطلوب : إثبات أن أج = ب د » أب = جد. 


البرهان : 


ج ”7 بد فيعينان مستوى وحيدا وليكن ص . 
جح پا مت ےد 
أب / الستوی س » أ ب < المستوى ص , 


Dm 


الستوی س /٦‏ المستوى ص - ج د 


Dm 


mm 
”اب / جد‎ 


Dm 


0 


۳ ۳ 
أب / جد < .. أب جد متوازي أضلاع . 


7 7 
أ جاع ب د, أب = جد. 


سی 1 07 وس ےآ 
ب ۸ جد »أب يقع في الستوی س » جاد یقع في الستوی ص ء 
۹ جه 
الستوی س والمستوى ص يتقاطعان في ھ9 . 


a 


۽ جه 
برهن ان : هو يوازي كلامن أب »جد . 


أب ۸ جد 
ms‏ 


المستوى س /١‏ المستوى ص - هو , 
+ ۳ 
أب < الستوی س , ج د < الستوی ص » 


+ 


الطلوب : اثبات أن هو يوازي کلا من أب , ج د . 


البرهان : 
سےود 


ےد ہے ی 
أب < المستوىس» جد < المستوىص» أب // جد 
جه حجطه 
ب 7 المستوى ص » جر ۸ المستوى س . 


كو »هه عط هه 

أب < الستوی س , أب 7# المستوى ص ٠‏ المستوى س /١‏ المستوى ص = هو 
ههه حسم 

“.أب / هو . )١(....‏ 


Dm” 


سر دوز لستوی ص چم یر لمستوى س » المستوى س /١‏ الستوی ص = ه و 


جهھ جه 
ج د / هدو . (T)....‏ 


,۽ جه | حه يجيه 
من(۱)و(۲) .". هو 7 أب / جد « المستقيمان الموازيان لثالث في الفضاء متوازيان » 


۳۸ 


آثبت أنه إذا وازى مستقيم مستوی » فالمستقيم الذي مر بأية نقطة من نقط 
الستوی موازيا للمستقيم العلوم يقع بتمامه في المستوى . 
المعطيات: 
لیکن س المستوى المعلوم , أب مستقيم معلوم يوازي الستوی س, ج نقطة معلومة 
في الستوی س . 
الطلوب : إثبات أن المستقيم المرسوم من النقطة ج موازيا المستقيم أب يقع بتمامه 
في الستوی س . 
البرهان : 


چ 
أب والنقطة ج يعينان مستوى وحيدا وليكن ص . 


الستویان س, ص اشتركا في نقطة ( ج ) فلا بد أن يتقاطعا 
1 7 0 جه 
في مسمیم تفرصه ج د 


او صم 


ب / المستوى س ( معطى) 
جه يمه 
ب جد ( المستقيم ج د هو خط تقاطع المستويين س» ص ) 


.*. جد يقع بتمامه في المستوى س . 
وما أنه لا مكن رسم مستقيم اخر من ج ويوازي أب فيكون جد هو 


الستقیم المرسوم من ج موازیا للمستقيم أب وواقعا بتمامه في الستوی س . 


أمثلة متنوعة 
لیکن آب ج مثلث, ن نقطة خارج مستواه, إذا كان هو مر منتصفي نآء 
نب وکان ع ط مرمنصفي أ ج» ب ج آثبت أن ھ و // ع ط . 
العطیات : أب ج مثلث,ن نقطة خارج مستواہ . 
ه و تصل بين منتصفي أن »نب « 
الطلوب : إثبات أن هو / عط . 
البرهان: في الثلث ن أب تکون هو ⁄ ب ب( 


القطعة المستقيمة الواصلة بين منتصفي ضلعين في مثلث توازي الضلع الثالث 
وطولها يساوي نصف طول الضلع الثالث . 


من(١)و(١)‏ .ء. هو // عط . «المستقيمان الموازيان لثالث في الفضاء متوازيان » 
۳۹ 


| مثال | س, ص مستويان متوازیانء أب ج د »أه و قاطعان يقطعان الستوی س فی ب » 
ه على الترتيب ويقطعان الستوی ص في ج, و على الترتيب» وصل ده فقطع 
الستوی ص في (ن ) . أثبت أن : 

أ ) النقط و نج على استقامة واحدة , 
ب ) إذا كان أب = 4 سم, ب ج ع ب ه - 1 سم , ج د۴۳ سم . احسب طول ون . 
1 
الستوی س // الستوی ص 
جه سه 
| د ۶۱ أ و ۳ 
تج 
[ د ۸ الستوی س = اب 
جو 
[ د ۸١‏ الستوی ص = اج 
جه 
أ 9 ١‏ المستوى س د اه4 
جه 
و / المستوى ص - و » 4 
ده /١‏ الستوی ص = ا ن 4 » أب ٤=‏ سم )»ب ج - ب ه < ا سم» جدد - ۲ سم . 


الطلوب : إثبات أن أ) النقط و»ن» ج على استقامة واحدة . 
ب ) إيجاد طول ون . 


m= 
. د ,أ و متقاطعان فيعينان مستوى وحيدا وليكن ع‎ [ 


+ 
الستوی ع /٦‏ الستوی‌ ص - وج 


: )١( البرهان للفرع‎ 
ms 


النقطتان دره 3 الستویع سه ده < الستویع 
لعن اوا د ده ب ۲ 316 الستووع 
.. النقط وہن, ج < الستوی ع 
كذلك النقط وءن,ج < الستوی ص 
,", النقط و»ن»ج < (الستوی ع /١‏ المستوى ص ) « الستویان يتقاطعان في مستقيم » 
٠“‏ النقط و»ن»ج على استقامة واحدة . 
الفرع (ب). 
الستوی ع يقطع المستويين التوازیین س, ص في ه ب » وچ على الترتیب . 


ا 5-5 جه جيه ge‏ 
۰ هانب / واج » ها ۸ نج «النقط وہنء ج على استقامة واحدة.» 


۰ ون < 2۲-۱۵ ۱۳ سم . 
| مثال | أب,ج دءه و ثلاثة مستقیمات متوازية ليست في مستوی واحد» قطعها 
الستوی س في النقط ل٠م‏ نءوقفقطعھا مستوى اخر مثل ص في النقط طه ق»ر . 
فإذا كان الستوی س // الستوی ص . فأثبت أن المثلثين ل م ن» ط ق ر يتطابقان . 


m=‏ ےچ 
ا د EE‏ 
عو سوم و 


7 هه 
اب » جد »هو ليست في مستوی واحد . 


الستوی س // المستوى ص , 
= لصن ص ها 
الستوی س يقطع المستقيمات [ ب »جد »هو في النقط ل» مء ن على الترتيب» 
»هه 


2 جم ےج 
الستوی ص بقطع الستقيمات | ب + جد » هو في النقط طرقررعلی الترتیب . 


الطلوب : إثبات أن المثلثين ل م ن» ط ق ریتطابقان . 


البرهان : 
۲ هه 5 
أب » ج د متوازیان فیعینان مستوی وحیدا ولیکن ع . 
حص هه a‏ 
الستوی ع يقطع المستويين المتوازيين س»ص في لثم » طق على الترتيب . 
کے جج و تسوت جه 
۰ لثم / طق » لکن أب / جد 
۰ الشکل ل طق م متوازي أضلاع . 
وبالمثل يكون م ن = ق ر» ل ن = ط ر. 
.. المثلثان ل م ن» ط ق ر يتطابقان لتساوي أطوال أضلاعهما المتناظرة . 
1 5 .` ههه ۲ سے لے 
مثال الستویان س,ص متقاطعان في ل » النقطة(۱) خارج المستويين, رسم 
جه + 
المستقيمان ب أج 2 دأه فقطعا الستوی س في النقطتين بد على الترتيب 
وقطعا الستوی ص في النقطتين 9 7/7 أن بوه جف 
ليسا متوازيين . أثبت أن بد » جه يتقاطعان في نقطة (و) تنتمي للمستقيم ل . 


المعطيات : 

Drs 
» الستوی ص = ل‎ /١ الستوی س‎ 
, النقطة( أ) خارج المستويين س ص‎ 


سسا و AE‏ 


خط * 5 7 
ب ج بقطع المستويين س»ص في النقطتين ب» ج على الترتيب , 
ده یقطع المستويين س»ص في النقطتين د » ه على الترتيب . 


ج جه 
ب د » جاه ليسا متوازيين. 


0 5 جه هه 5 5 
المطلوب : إثبات أن باد » جاه يتقاطعان في نقطة ( و) تنتمي للمستقيم ل . 


البرهان : 
سڈ ھ متقاطعان في النقطة )١(‏ فيعينان مستوى وحيدا وليكنع . 
.. النقط بءدءجےء ه 3 الستوی ع . 
ms‏ وت 
.*. بد ( الستویع » جه ( الستوی ع 


بد » جاه ليسا متوازيين ويجمعهما المستوى ع ( أي ليسا متخالفين ) . 


کو جه یتقاطعان في نقطة نفرضها (و) 
ب دو د الستوی س » هد چاو < الستوی ص 
.*. + 19 < الستوی‌س > < الستوی ص 
“. 19 < (الستوی س ١‏ المستوى ص ) 
“.لو ےہ « خط تقاطع المستويين س, ص » 
في الشكل ا جاور: 


س ص مستويان متوازيان . 
بت 
النقط أ ب, ج < المستوى س » ج 2 أ ب 
١‏ تست 
النقط د»ه.و < الستوی ص , و 2 ده 
جه > جه 
أب ۸ دھ. 


إذا تقاطع المستويان وأب, ج د ه في من 


Dm” 7‏ 
فاثبت أن: من وازي كلا من الستویین س٠‏ ص . 


۳ 


ال حل : 


عو وس 5 ۳ ۳ وت حجطه 
یف م المستوى وأب 3 د ه ( المستوى ج ده » أب // د مہہ 


و ہیس جيه 5 إذا وازى مستقيم خارح 3 

أب ”/ المستوى جاده , ده // المستوى واب د امس 1 

هذا للستوی . 

۱ اهم 

لکن الستوی و آب ۱/ المستوى ج ده - من إذا تقاطع مسعويان ورسم في احذهما مستقيم 
7 يوازي المستوى الاخر, فإن هذا المستقيم يوازي 

.*. من يوازي كلا من | ب , د ها خط تقاطع المستويين. 


سو <<( 
لکن أب ( الستوی س _.". من // الستوی س )١(...‏ 


ms epee 
) ۲۱۰۰۰ لکن د ه ( الستوی ص .". من / المستوى ص‎ 


وت 
من (۲(9)۱) .. من يوازي كلا من | لستویین س٠‏ ص . 
| مثال | سر س٠ء‏ ع ثلاثة نت متوازية ۰ دس 
فعاف اط دنهو : 


يقعان في مستوى واحد وكان 5 


الستوی س // الستوی ص // الستوی ع . 


وت << 5 

ل یقطع الستویات س» ص, ع في النقط أ ب» ج على الترتیب 
> 

م یقطع الستویات س, ص ,ع في النقط دء ه»و على الترتیب . 

. أ د = اسم » جو ۱۳ سم‎ ٤ 
سو‎ 
e جه‎ >a 

۳۹ 


ا مت جم سی ص٠‏ ع في أ د 2 ب ه» جہو۔ 
DN‏ ياه 7# جو 

جه مو یی »مسد ۳ ۳۹ سک ۰ 
۰ الشكل ك ن وه متوازي أضلاع وكذلك الشكل أ ك ه د متوازي أضلاع . 


.. ك هدن ود اسم , جن = جو ن و ۱۰۶۳-۱۲ سم . 


۰ المثلثان أب ك ء ا جن متشابھان . 


Pfr 


ب ه < ب ك+ك ھ٠‏ ۲+۶ - ۷ سم . 


ج جه کک ا ی ا 
اب و جد يمان متغالفان ‏ رضل ت5 لضفا نقفظة مكل بر 
جه ليه جه جه رح 
فإذا رسم من هذه النقطة نه ”/ أب , نو 7 جد .فاثبت أن المستوى ن ه و 


جه جه 
يوازي كلا من أب , جد 


حص هه جه 

أب » جد متخالفان ء النقطة (ن) < بد 
ms‏ جه ههه ههه 

ن هھ / أب »نو / جد. 


الطلوب : 


و کس 


۶ ھچ + 
إثبات أن الستوی ن هو يوازي كلا من أب , ج د 
البرهان : 


حه ول ہے جح 
أ ب / نه , نه < المستوىنهو .. أب ”/ الستوی نهو ۱(.۰.۰) 


ms mms‏ سا هه 
جد ۸ نو » نو < المستوىنهو ٠.‏ جد / الستوی نهو ...() 


۲ جص هه هه 
من۲۱9)۱۱) .. الستوی‌ن ه و يوازي كلا من أب , جد 


أب , جد مستقيمان متخالفان يوازيان الستوی س ویقعان في جهتين 


مختلفتين منه» فإذا قطعت أج »ب د المستوى س في النقطتين ه » و على 


مثال 


أب, ج د متخالفان ويوازيان الستوی س » 


وان قى دوعن مان م / 
أج 6 المستوى س -(ه , ب‌د 2 الستوی س [و4 


اه _ ب و 
29 


هه 0 5 7 ڪڪ 
جد / المستوى س »ومر به المستوى ج د ا الذي يقطع المستوى س في هام. 
کے ا ار فک 
و المثلثان أه مء أ ج د متشابهان . 
جه چیک 5 

وبالثل أ ب // الستوی س,ومر به المستوى أب د الذي يقطع المستوى س في م و. 

اب 9۸ 
المثلثان م د وه أ د ب متشابهان 


ب و 


٠ )۲(9)۱( من‎ 


ه 

ه جب و د 
مثال أب ج د هرم ثلاثي رأسه ([) وقاعدته الثلث ب ج د» رسم المستوى ل م ن ه 
بحيث يوازي كلا من أجءب د فقطع أب,أد,جبءج هد في النقط ل, هم م» ن 
على الترتیب كما في الشکل المجاور. ۱ 

أثبت أن الستوی ل م ن ه يقسم 

أب2»أد»ءج بء ج د إلى أجزاء متناسبة 


أب ج د هرم ثلاثي ء رسم المستوى ل م ن ه يوازي كلا من 
الحرفين المتخالفين أ ج ,ب د ويقطع الأحرف آب, أد, ج بج د في النقط له 


حل ههه جه 0 


ms 
الستوی ل م نه-= ل م‎ /١ الستوی أب ج‎ 
جه = کے‎ 
أج ۸لم سه أج / لم كذلك وبنفس الطريقة‎ .. 


وبالثل یکون هد 7 بد » من 7 باد 


.". المثلثان أب جء ل ب م متشابهان: أك - حم 


ب مب 


۰ الثلنان ج م ن, ج ب د متشابهان : جم قت 
موب ن د 


کرس 


مثال | أب ج د هرم ثلاثي رأسه )١(‏ وقاعدته الثلث ب ج د» رسم المستوى ل م ن ھ 
بحيث يوازي كلا من أ ج٬ب‏ د فقطع آب أدج بج د في النقط ل, ه, م» ن 
على الترتيب كما في الشكل ا جاور . 1 
أثبت أن الشكل ل م ن ه متوازي أضلاع . 


أب ج د هرم ثلاثي » رسم المستوى ل م ن ه يوازي كلا مني 
الحرفين المتخالفين أ ج »ب د ويقطع الأحرف آب» أ د 
جب جد في النقط ل» ه»م» ن على الترتيب . 
المطلوب : إثبات أن الشكل ل م ن ه متوازي أضلاع . 

البرهان : 

۶ ms جل‎ 

ج // الستوی ل م نه , إج ١‏ المستوى أب ج , 

8 ههه 
الستوی أب ج /١‏ المستوى ل من ه - لم 


جه اه ج س- ا ا 
.". أج /۸ لم سه آج // لم ...١١)وبنفس‏ الطریقة أ اج // هن ...(1) 


من(١)و(؟)‏ .۰ لم ھن . ..(*) < الستقیمان الموازيان لثالث في الفضاء متوازيان » 


ب د / الستوی ل من ه , ب د < المستوى ب ج د, 


ms 
الستوی لمن هه - ۵ ن‎ /١ الستوی ب جد‎ 


جه mas‏ ہے تس 
.٠‏ بد ۸ من هه بد / من ...(۳) وبنفس الطریقة بد // له...(£) 


من()و(4) .. من 7 له . ..( ** )« الستقیمان الوازیان لثالث في الفضاء متوازيان » 


من(*)و(**) .'. الشكل ل من ه متوازي أضلاع . 
«لأن کل ضلعين متقابلين فيه متوازيان ». 


۳1 


التعامد 
درسنا الأوضاع ا ختلفة لمستقيم ومستوى في الفضاء , وعلمت أن المستقيم قد يكون 
موازيا للمستوى, أو يقع بتمامه في المستوى » أو يكون قاطعا له في نقطة . وفي حالة 
ما إذا كان المستقيم قاطعا للمستوی» فانه قد یکون عموديا عليه أو مائلا . 


تعریف : 

يكون المستقيم ل عموديا على المستوى س( أو الستوی س عموديا على المستقيم ل ) 

إذا كان المستقيم ل عموديا على جميع الستقیمات الواقعة في المستوى س . 
جه ١‏ 

ونعبر عن ذلك بالرموز كالاتي: ل ل المستوى س 


ففي الشکل ا جاور : 
ل هه جه 
ل ہ۱ لستوی س أ4 0 ل ل المستوى س 
وهو بذلك عمودي على كل المستقيمات ي»م»ن»ك ... 
الواقعة في الستوی س . 


نظرية )١(‏ ( دون برهان ) : 
الستقیم العمودي على مستقيمين متقاطعين في مستوى يكون عموديا على مستواهما . 


ففي الشكل ا جاور : 

مي مستقيمان في المستوى س ومتقاطعان في 
النقطة )١(‏ والمستقيم ل عمودي على كل منهما 
من النقطة (أ) فیکون : "ل [ المستوى سن 


۷۸ 


وبشکل عام : 
المستقيم العمودي على مستوى يكون عمودیا على کل مستقيم فيه. 


بقل انتشکل الاو ر داثرة قطرها ‏ ب » ج نقطة على الدائرة 
حيث ج د تعامد مستوی الدائرة . 


آثبت أن : أجال الستوی د ج ب 


ب قطر في دائرة » د ج يعامد مستوى الدائرة . 


ب : إثبات ت أن ن اج يعامد المستوى د ب ج 


أت نظ ئرة» إذن المثلث أب ج قائم الزاوية فى ج( الزاوية | 2 فى الدائرة 
ب قطر في الدائرة» إذن الثلث أب ج قائم الزاوية في ج( الزاویة احيطية في الدائر 
د رہ 


والقابلة للقطرهي قائمة ) أي أن ؤج ل بج )١(...‏ 


مان دج اه موی انداترة الع وج اب ب 


من (۲(9)۱۱) ج عمودي على كل من بالف م جد 
( باجا جر متقاطعتان» ومحتوتان في الستوی د ج ب) 
2 5 عمودي على المستوى د ج ب . 
| مثال | أب ج مثلث قائم الزاویة في ب, د نقطة ليست في مستوى هذا المثلث, بحيث 
إن ب د = ب أ» دج = جا . أثبت أن ج ب يعامد مستوى المثلث أب د. 

العطیات : أ 

أب ج مثلث قائم الزاوية فی ب٠‏ د نقطة ليست فى مستوى هذا المثلث 

بحيث إن ب دب أ» دج - جدأ. 

المطلوب: 

إثبات أن جاب 1 مستوى المثلث أب د 

البرهان : 

ما أن الثلث أب ج قائم الزاوية في ب 


كذلك (ب‌ج)۲ = (ج )5 رب [)؟ 


= (دج)ا (ب د)؟ (لأن ب دءبأ, هد جاء جه ا) 


وذ خے)؟ = زب جہ)؟+(ب د)؟ یں ق و دب ج 


". من(١)و(١)‏ جب عمودي على كل من ب أء ب د. 


( ب أ ب د متقاطعتان» ومحتوتان في المستوى أب د ) 


۳ جاب ل مستوی الد لثلث أب د 


| مثال | أب ج مثلث قائم الزاوية في ب . أقيم من ( ج ) عمود على مستوى المثلث وعينت 
= ج د = ۲ ب ج أثبت أن أدء٣‏ ب ج. 


النقطة (د) على هذا العمود بحيث أب = ج ب ج أ 


العطیات : 
أب ج مثلث قائم الزاویة فی ب» د نقطة خارج مستوى المثلث » 
0 ف ڦڱْٰٔڕ 1 
خا مستوى المثلث أب ج , أب = جد د ع ١‏ بج 
البرهان : 
1 مستوى المثلث أب ج , أج < الستوی أب ج 


۰ الثلث د جأ قائم الزاوية فى ج 


و EEG‏ 1جدا' 


رن + (ب ج )+ (جد) 


(]ب ج )۲+ (ب ج)۲ +( ۲ب ج )۲ 


٩ -‏ (ب ج)؟ 


اد٣‏ ب ج 


أب ج مثلث قائم الزاوية في ب وا مفروكية خارج مسعتواة وعلی 
أبعاد متساوية من رؤوسه» فإذا كانت (ه ) منتصف أج » فأثبت أن 0 


يعامد الستوی أب ج . 
سیب اہ 
1 و ج 


أب ج مثلث قائم الزاوية فی ب . النقطة (د ) خارج مستوى 
الثلث أب ج » د أء دج ٭ دب ٠‏ النقطة (ه ) منتصف أ ج ٦‏ 


ل أ ج = أه طول القطعة المستقيمة الواصلة بين رأس القائمة ومنتصف 
۲ الوتر يساوي نصف طول الوثر . 


...)1( ( ده متوسط في المثلث المتساوي الساقین آد ج ) 


المثلثان أه د »د هب فيهما: أه - به »2 أد ب د» ده مشترك 


۰ الثلنان هد »ده ب متطابقان 


من(١)و(١)‏ .". ده عمودي على كل من أج ء ھب المتقاطعتان وا حتوتان في 


.*. ذه | المستوى أب ج 
مثال | أب ج د هرم ثلائي فيه أب = ب د » أج < جد 
ه منتصف أد (انظر الشکل المجاور) . 


أديعامد الستوی ه ب ج 
1 


ب)أد يعامد ب ج 


۱ لعطیات : أب ج د هرم ثلاثي فيه أب = ب د »أ ج = ج د, ه منصف أ د . 
الطلوب إثبات أن: أ) أد یعامد الستوی هب ج 


1 
ب)أد يعامد ب ج 


البرهان : 


في المثلث التساوي الساقین أ جد تكون فيه جه قطعة مستقيمة متوسطة 


جاه ل آد )١(....‏ 


في المثلث المتساوي الساقين أب د تكون فيه ب ه قطعة مستقيمة متوسطة 


CTs as اها د‎ 


من (١)و(١)‏ .". أد عمودي على كل من ب ه » جه التقاطعتان والحتوتان في 
الستوی هب ج 


د 1ل الستوی هب ج (المطلوب في الفرع(أ)) 


۰ اد الستوی ه ب ج 


آقیم من مركز دائرة عمود على مستواها » ثم فرضت أي نقطة عليه مثل (ن )» 
إذا كانت آ» ب نقطتین على الدائرة آثبت أن : ن أ - ن ب . 
المعطيات: 
آن م عمودي عل مستوى الدائرة التي مركزها النقطة (م)» 
أ »ب نقطتان على الدائرة . 
الطلوب : |ثبات أن ن أ = ن ب . 


البرهان : 
نم ل الستوی آم ب , م [, مب د الستوی أمب 


۾ نم مب 1 ق ۵ أمن - قح ب من ٩۹۰‏ 


المثلثان أم ن, ب م ن فیهما: أم = ب م ( آنصاف آقطار) » نم مشترك » 
ق أمن - ق ما ب م ن = ٩۹۰‏ 
٭٭. الثلنان ام ن, ب م ن متطابقان . 


.*. نأدنب 


مثال | أب ج د مستطيل أقيم على مستواه عمود من ( د )» ثم فرضت عليه نقطة 


rs f ۲ ۲ ۱‏ ۲ 
مثل (ن ) برهن آن (ن ب ) =( ن د)+(دا)ب(دج) 


أب ج د مستطیل ء ن نقطة خارج مستواه » 


ند .1 مستوی الستطیل أب ج د 


برهان أن (ن ب ٢د‏ (ن د)ب(داابردج 


الثلث ن د ب قائم الزاوية فى (د) 
النلث ب أد قائم الزاوية في أ 


اس گے یر 
(ن ب ) = (ب د) +(ن د) 5 5 
(ب د)1< ( دا لبرآب)۲ 


(ن ب )أء ( د ا)4( أب )+(ن د۲ 


1 ۱ 73,01 ۲ 
(لکن آب ددجا رنب اک (ن موده أ ایرد ج] 
مثال 


برک ک aE‏ 
= 1 پر۸ لبر" 
0000 


ج = :۲۰ ][٠١-‏ سم 


۳ 


أب ج د مستطيل في المستوى س يتقاطع قطراه في النقطة (م) 
مط ا مستوى الستطیل » أثبت أن : ط أء ط ب = ط ج = ط د . 


أب ج د مستطيل يتقاطع قطراه في النقطة (م)2 
م ط 1 مستوى الستطیل 


الطلوب : 
إثبات أن ط أ = ط ب = ط ج ع ط د . 


البرهان : 
قطرا المستطيل متساويان في الطول وينصف كل منهما الاخر .'. أم - بم - جم - دم 


مط ل مستوى المستطيل , أج » بد < مستوى الستطیل 
مض اعم عط تا 
“. ق ظا أمط- قل بمط- ق جامط - قح دمط. 9٩۰‏ 


المثلثات القائمة أم ط» ب م ط, جامط 0 دم ط متطابقة ( ضلعان وزاوية محصورة بينهما 
حيث م ط مشتركة في المثلثات جميعها) 


.. ط أ= طب = ط جد ط د. 


( م ) مركز دائرة تقع في المستوى س» أ ب وتر في هذه الدائرة» ( ج ) منتصف أب . 


رسمت مد 1 الستوی س . أثبت أن أب ل للستوی م چ د. 
العطیات : 


(م) مركز دائرة تقع في المستوى س , أب وتر في هذه 
الدائرة » النقطة ( ج ) منتصف أب » 


أب وترفي هذه الدائرة» النقطة ( ج ) منتصف هذا الوتر .". ۵ج "ہہ" 
« المستقيم الواصل بين مركز دائرة ومنتصف وتر فيها غير مار بالرکز» يكون عموديا على الوتر » 


0 


مد ا المستوىس » أب الستووس .. مد 1 أب )١(....‏ 


من (۲(9)۱۱) .". أب عمودي على کل من م د )٣ج‏ المتقاطعتان والحتوتان 
في الستوی م ج د 


أب 1 الستوی م ج د 


نظرية ۲۱ ) ( دون برهان ): 

الأعمدة المقامة من نقطة على مستقيم تقع جميعها في مستوى واحد . 
نظرية (۳) 

الستقیمان العموديان على مستوى واحد متوازيان . 


جع 
أب » جد عموديان على الستوی س ويتقاطعان 


نرسم ده في المستوى س بحيث يكون عموديا على ب د 
البرهان : 
نصل 2 اف باه 
(رڑھ)'۔ زاب + ربه)"' (الزاوية أب ه قائمة) 
( أب )+ ید (دھہ)؟ (الزاوية ب ده قائمة ) 
= (أد" + رده)'ا 
إذن الزاوية أد ه قائمة وعليه أد , دج, دب تقع في مستوى واحد لكونها عمودية 
جميعها على ده من نقطة واحدة . ( نظرية ۲ ) 


جے جه 8 1 
أب » جد واقعان في هذا الستوی وعموديان على د ب 
) الستقیمان الستویان العمودیان علی مستقيم واحد متوازيان ( 


چےھ 
إذن أب ۸ جه » وهو الطلوب . 


إذا توازی مستقيمان وکان أحدهما عموديا على مستوى, فان المستقيم الاخر 
يكون عموديا على المستوى نفسه . 


الستقیمان الوازیان لستقیم ثالث في الفضاء متوازيان . 


Tr 


في الشکل ا جاور إذا كانت ٴ1 1 
5 7 


من (۲(9)۱۱) .. 
مثال أب ج مثلثء اختیرت نقطة (ه ) خارج مستوی الثلث أب ج بحیث كان أه 
عمودیا عل کل من اب »أج, فإذا كانت (و) منتصف أب , (۵) منتصف 
هب . آثبت أن : وم تعامد الستوی أب ج. ه 
العطیات : 
أب ج مثلث, النقطة (ه ) خارج مستواه , أ 


لكن وم / أه « القطعة المستقيمة الواصلة بين منتصفي ضلعين في مثلث توازي الضلع الثالث » 


۰۰ وم 1 الستوی ا ب جح «اذا توازى مستقيمان وكان أحدهما عموديا على مستوىء فإن المستقيم 
الاخر یکون عمودیا على الستوی نفسه » 


FTE 


5 ۱ جے ہے 
| مثال | إذا كان م » ل متوازيين والنقطة ( ب ) خارج مستواههما . رسیم ب ج 
ہے ہے ین 8 
يعامد م في نقطة(جہ),ورسم أج بعامد ل في نقطة (1) ٠.‏ انظر الشکل الاتي ) 


+ 
0 ۰ 
أ‎ ee 


« الستقیم العمودي على أحد مستقيمين متوازيين يكون عموديا على الاخر » 


لکن یا ۾ بالقرض: عب ۱۳۱ 
رق ہی > ہے 
من(١)و(١)‏ .". م۸ عمودي على كل من المستقيمين المتقاطعين أج , ب ج 


أ ج قطرفي دائرة» (د) نقطة على الدائرة» (ه ) نقطة خارج مستوى الدائرة 
سب ۳ جه جا ہر ا 
رسم ده عموديا على اد ثم رسم جن موازيا لاد . اثبت أن جن | الستوی هدج 


أ ج قطر فی دائرة,( د ) نقطة على الدائرة, 

س 2 ہے 

[هد) نقطة خارج مستوی الدائرة ه ده 1 اه و جن ۸ [و 
الطلوب : 


إثبات أن جن ا الستوی ها دج 


البرهان : 
« زاوية محيطية مرسومة على القطر » 


ا ادج 2 .و 


او د ج 


Cees‏ ر ا ده ...(۲) (بالفرض) 


من(۲(9)۱) ۰۰ 


۽ چم 5-6 بے 
وماآن جن ” أد ۰ جہن 1 المستوى هدج 
2 ۲ 0 مت و رح 7 الود 
مثال أب ج د شبه منحرف فيه أدر // ب ج , رسم العمودان ه أء ود على 
مستوى شبه المنحرف بد بحيث کان ه أ - ود . أثبت أن ه و توازي مستوى شبه 


۰ 71 
النحرف أب جد. ۰ 9 


0 5 کو کے پک ہے 
أب ج د شبه منحرف فيه أر // ب ج » 


هأ 1 المستوىأب جد ٭ ود ا الستوی أب جد 
.". هأ // ود « المستقيمان العموديان على نفس المستوى متوازيان » 
كذلك هأ= ود .". الشكلأدوه مستطيل. 


.". هة / آد وماآن هو م المستوىأب جد » زد < المستوىأب جد 
5 ۰ « إذا وازی مستقيم خارج مستوى مستقيما في 
هو // مستوى شبه النحرف أب جد. المستوى فإنه يوازي هذا المستوى » 


تعريف 


إن اقاد نصفي المستويين س» ص يسمى زاوية زوجیة» ویرمز للزاوية الزوجية بأربعة آحرف »بحيث 
يمثل ا حرف الأول نقطة في أحد نصفي المستويين والحرف الرابع نقطة في النصف الاخرء آما 
الحرفان الأوسطان فيمثلان الستقیم المشترك بين الستویین . 
وم 
ويسمى كل من نصفي المستويين س »ص وجها للزاوية الزوجية» ويسمى المستقيم | ب الناج 
3 


a 


8 5 ع جم 
الزاوية الزوجية (۱ءج د» ب ) الزاوية الزوجية ( همأ پم و) 


قياس الزاوية الزوجية 


خذ أية نقطة على حرف الزاوية الزوجية مثل (ن) . 
خخ »م + 


ارسم نل ااب في المستوى س ثم ارسم ن م | أب 
في الستوی ص كما في الشکل المجاور. 


+ 
فیکون قياس الزاوية الزوجية ( ل أ ب , ۵ ) هو قياس الزاوية للستوية ل ن م . 
تقاس الزاوية بين مستویین بقیاس الزاوية الزوجية بینهما » وإذا كان هذا القیاس ۹۰ء فإن 


الستویین متعامدان» وبالعکس إذا كان الستویان متعامدین» فان قياس الزاوية الزوجية 
بینهما 9۹۰ . 


نظرية (۶) 


إذا كان مستقیم معلوم عمودیا على مستوی معلوم » فكل مستوی يحوي ذلك 
الستقیم یکون عمودیا على الستوی المعلوم . 


جه 
أب عمودي على المستوى س ويلاقيه في النقطة ۱ب ), 
ہے 8 _ و 
الستوی ص يحوي أي ویقطع المستوى س في جد . 
الطلوب : 
إثبات أن الستوی ص عمودي على الستوی س . 
العمل: 
. جع + 
ارسم في المستوى س ب ه 1[ جد . 
البرهان : 
مت وم ہے 
أب ا الستوی س .. أب | ج کذلك به 1 جه (بالعمل ) 
ے 


5 5 م جے و ی 
۰۰ جد ا الستوی أب ه ( لان جد عمودي على كل من أب , به ) 


إذن قياس الزاوية أب ه هو قياس الزاوية الزوجية بين الستویین س, ص . 

لکن الزاوية أب ه قائمة» لأن أب 1 الستوی س, فهو عمودي على ب هد . 
إذن الستوی ص عمودي على الستوی س لکون الزاوية الزوجية بینهما قائمة . 
وهو الطلوب . 


أب ج مثلث قائم الزاوية في (ب ) » 


أد 1 مستوى المثلث أب ج . أثبت أن المستويين أد ب» 
ب ج د متعامدان . 


أب ج مثلث قائم الزاوية في (ب ) » أد ا مستوى المثلث أب ج. 


المطلوب : 
إثبات أن المستويين أد ب » ب ج د متعامدان . 


1) (لأن باج 2 الستوی أب ج) 


من(١)و(؟)‏ 
۰ باج عمودية على كل من أد > أب المتقاطعتين وا حتوتین في الستوی أب د. 


ب ج ۱ لستوی أب د 
وما أن ب ج 2 الستوی ب جد .. الستوی ب جد | الستوی أدب 


مثال أب ج د مستوی » أ9 1 الستوی أب جد ١‏ 


أثبت أن : الستوی آود ل الستوی أب جد 
العطیات : 
أب ج د مستوی » و 1 الستوی أب جد 
اثبات أن الستوی أ ود | الستوی أب جد 
البرهان : 
رو ل الستوی أب ج د .۰ أو < المستوى أ ود الستوی أو د ۳ الستوی أب جد 


5 جه 
مثال أ ب» ج د متخالفان ومتعامدان » ب ج 
أثبت أن : الستوی د جأ 10 الستوی أب ج 


ہے : جے : 
جد عمودي على كل من آب , ب ج ( بالفرض ) 


2 خد ۱۳ الستوی أب ج «( لکن جد 2 الستوی د جا 
.*. المستوى دجأ ل الستوی أب ج 


نظرية ( 5 ) ( دون برهان ) : 

إذا تعامد مستويان» فالمستقيم في أحدهما العمودي على خط تقاطعهما يكون 

عموديا على المستوى الاخر. 

مثال | مثل الشكل ا جاور المنشور الثلاثى القائم أب ج د هدو أ ج 
الذي قاعدته المثلث د ه و ء ٤‏ - ادف لى < 
آثبت أن و ز 1 الستوی أدهاب. 


الستویان د ه و » اد ه ب متعامدان ( خواص النشور الثلائي القائم ) و ده خط 

وماأن وذ ا ده بالفرض , وز < الستوی ده و 

یہ وز ا الستوی ده ب 

مثال أب وتر في دائرة مركزها (م)» المستوى د أب عمودي على مستوى الدائرة 
فإذا كانت (ن ) منتصف أب فأثبت أن من | الستوی دأب. 


آب وترفي داثرة مرکزها (م) » الستوی د آب 1 مستوی الداثرة م ایی 
ری 
الطلوب : إثبات أن من 1 الستوی د أب 
البرهان : 
أب وفوف الان الفن فرگوها زم )۶ زن متف أن 
وما أن الستوی د أب ل مستوی الدائرة مأب » من عمودي على خط تقاطع المستويين 


دأب, مأب 


.٠‏ من ل المستوى داب 
۳۳۹ 


أمثلة على التعامد 


مثال 
جيه 

إذا كان س» ص مستويين متقاطعين في | ب» ( ج ) نقطة 
للا تند لأي من المستويين . رسم من النقطة (ج) 

` حم جه 
العمودان ج_دء جه على المستويين س» ص على 
الترتيب كما فى الشکل المجاور. 
۳ ۶ ج» وسوسوہ 


1 جے 
الستوی س /٦‏ الستوی ص - أب »> النقطة ( ج ) خارج المستويين س» ص . 
جد ل الستوی س » جه ]ا المستوى ص 


جے 
جه |1 الستوی ص , أب < الستوی ص .. ج 


جعي 
من(۱)و(۲) أب عمودي على کل من جرد » جاه التقاطعین وا حتوین في 


برهن آن الستویین العمودیین على مستقيم واحد متوازیان . 
العطیات الستویین س» ص عمودیین علی الستقیم م من 


التقطعين مب على الترثيب: 7ك 
المطلوب : إثبات أن الستوی س // الستوی ص . ١‏ 
البرهان : کس 


افرض أن المستويين س, ص غير متوازيين أي أنهما 

على الستقیم ل ( خط تقاطع المستويين). 

جه جے 

أج ادا لستوی س 3 أب لا لستوی س ۰ 

ہے و ہے 

ب ج < الستوی ص » أب 1 المستوى ص » 
جيهي 

لکن لا مكن إنزال عمودين مختلفین من نقطة ( ج ) على مستقيم واحد ( آب ) 

وهذا تناقض إذن المستوى س// الستوی ص . 


م 


جے 
ء۶ 
اب 
چبب 
0 
اب 


ل 


تعريف 
السقط العمودي لنقطة معلومة على مستوى معلوم هو موقع القطعة الستقیمة 
العمودية المرسومة من النقطة المعلومة على المستوى. 


في الشكل المجاور: 
1 4 
أ أ ل المستوى س » أ3 المستوى س فتکون أ هي 
السقط العمودي للنقطة أعلى الستوی س . 
وإذا كانت ب < س فان مسقطها على المستوى هو نفس النقطة ب . 
مسقط قطعة مستقيمة على مستوى : 
في الشكل ا جاور : 


ے 
أ السقط العمودي لأعلى الستوی س » ب السقط 
العمودي ل ب على الستوی س فتکون : 
کی وو 
ا ب هي السقط العمودي لأ ب على الستوی س . ۱ 
2 جج ۲ 
۸۸ ب ب (لأنهما عموديان على الستوی س ) 
ڪڪ عن ہے 
۶ 1 5 ۵ 4 
۳) إذا كانت أ ب 1 الستوی س فان مسقطها العمودي في هذه اخالة یکون نقطة أ . 
1 
انظر الشكل ال جاور 


4 ) في الشکل ا جاور 


۲ ۲ 
ويكون: أب = أ ب 


أجب عن الأسئلة الاتية : 
)١‏ هل بمكن أن يكون طول المسقط العمودي للقطعة المستقيمة أكبر من طول 
القطعة المستقيمة نفسها؟ 
؟) متى يتساوى طولا قطعة مستقيمة ومسقطها العمودي على مستوى ؟ 
٣‏ |ذا لم يتقاطع مستقيمان فهل يمكن أن يتقاطع مسقطاهما العمودي ؟ 
)٤‏ إذا تساوت قطعتان مستقيمتان في الطول فهل يتساوى طولا مسقطيهما العمودي ؟ 
4) هل المسقط العمودي لنتصف قطعة مستقيمة هو منتصف المسقط العمودي 
للقطعة ؟ 
الإجابة : 


. ليس بالضرورة‎ _ ٤ نعم‎ _٣ ذا وازت القطعة المستقيمة المستوى‎ ۲ 8 _١ 
نعم‎ _۵ 


تعریف 
القطعة المستقيمة ( أو الستقیم ) الواصلة بين أي نقطة ([) خارج مستوی وأي من 
نقاط الستوی ( عدا مسقط أ) تسمی مائلا على الستوی . 


نظرية الأعمدة الثلاثة : 
«إذا مد مستقيم مائل من نقطة خارج مستوى وكان المستقيم المائل عموديا على 
مستقيم في الستوی, فان مسقط الستقیم المائل يكون عموديا على هذا الستقیم « 


۱ 


چپ ۳ 8 5 شا 9 
جد مستقيم في الستوی س ٠‏ | نقطة خارج ا لستوی س ٍِ 

ہے بے ہے 
اھ لا المستوى س» أب ا جد . 

الطلوب : 

البرهان : 

یو ہت 

ماآن أه ۔ المستوى سء إذن أه عمود على كل مستقيم في الستوی س . 

< المستوى س, إذن أه ل جد » وبالفرض أب ا جد 

ہہے ہے 

۾ آه 


1 على كل من المستقيمين المتقاطعين أب 


ا المستوىأهدب ہے جد | كل مستقيم في المستوى أه ب 


جه ۱ 
لکن هب < الستوی‌آه ب 


+ 
إذن جد ل هب وهو الطلوب . 


عکس نظریة الاعمدة الثلائة 

إذا مد مستقیم مائل من نقطة خارج مستوی ليلافي مستقیما معلوما في 
الستوی, وکان مسقط الستقیم المائل عمودیا على الستقیم العلوم» فان 
الستقیم الائل یکون عمودیا آیضا على هذا الستقیم . 


3 ¢ 35 : 5 ہا ےھ 

جد مستقیم في الستوی س ۰ أ نقطة خارج المستوى س 

یت 2 بيه جور 
»أه ا المستوى س » أب مائل , هاب مسقط المائل اب 7 


بجےےھ | جه 


على الستوی س » هاب ل جد . 


7 چس + 

في المثلث أه ج القائم الزاوية في ه ( أه | الستوی سء فهو عمود على ه ج ) 
إذن (أج)"' ‏ رأه)' +(هاج)"' 

۶ چم و و 1 
إذن (أه)- (أب)' (به) 
من (۲(9)۱) :(أج)٢.۔(ھجہ)'+(أب)؟_‏ (بھ) 
لکن (ه ج )آ_ (ب ھ )۲ء (ب جہ)؟ لکون الثلث ه ب ج قائم الزاوية في ب ( بالفرض ) 
إذن شا( )یس 
أي أن المثلث أ ج ب قائم الزاوية في ب ( عكس نظرية فيثاغورس ) 

وم , 1 

إذن أب ل جد وهو الطلوب . 


برهان اخر ل « عكس نظرية الأعمدة الثلاثة » 


ےم 55 5 7 و 5 
جد مستقيم في المستوى س » أ نقطة خارج المستوى س ہ 


پچ یز جے 0 
» أه 1 الستوی س » أب مائل, هب مسقط الائل أب 
على الستوی س, هب اج . 

جبه» 


المطلوب: إثبات أن أب ا ده 


جحي 


ىهب ل جه (بالفرض) 


مثال | مثل الشکل ا جاور الثلث أب ج فيه 
چے 


0 7 0 71 : 
اب -اجء أ9 ل المستوىأب ج » ه منتصف 


چس أه متوسط في المثلث أب ج المتساوي الساقين ) 


۱ 


جے 5 5 E‏ لدم _. جے 
وه مائل على الستوی أب ج » بماآن مسقطه اھ ا بج إذن وه ا بج 


وج 
أج د مثلث قائم الزاوية في أ » أب 1 مستوى المثلث» 


إذا کان أب = ١‏ سم 7 ےک ار أد = ٤‏ سم 
ہے 


جد قياس الزاوية الزوجية ( ب » ج د» [] 


المعطيات : 


a 

أ ج د مثلث قائم الزاوية في أ » أب ا مستوى المثلث» 
أب د اسم أج :]كم , أد = ٤‏ سم 
الطلوب : 

جه ال 
إيجاد قياس الزاوية الزوجية ( ب ء ج د, أ) 
سر وج جه بده 
ننزل من | العمود اھ علی جد » نصل ب ه . 
البرهان : 


جع 


1 ۱ هتم ہے 
أب ل مستوى الثلث أجاد 2 به مائل » أه مسقط الائل على مستوی المثلث 


ون 


2 + 
أه ل جه (بالعمل) 
تعس 5 
ا جد (عكس نظرية الأعمدة الثلاثة ) 
أن قياس الزاوية الزوجية هو قياس الزاوية أه ب . 


له جےدء ۸ سم . 
مساحة الثلث أج دء ل (جدد)(أهاء شط (أجا)(أد) 


ہے (ج د )(أه )ء (أج)(أد) 


في الشکل ا جاور أ ب ج د مربع طول ضلعه ٤‏ سم , 
چپ 
تقاطع قطراه في (م) , أه ا مستوی الربع . 


(١‏ کو لآ للستوی أهام 
۲ ) إذا كان أه - ۲۲ سم » فبین أن قياس الزاوية الزوجية 


اهنع تاا 27 


أب ج د مربع طول ضلعه ۶ سم » أج , بد قطرا المربع حيث 5 م بد ام 


ه 


۾ أه ا مستوى المربع ' ھ۲۲ سم 


المطلوب : إثبات أن ۱) بدا المستوىأهم 


يحي 


۲) قياس الزاوية الزوجية (ھ , بد ء1)۔ ٩2۵‏ 


۰ (قطرا الربع متعامدان وینصف كل منهما الاخر) 


أ 1 مستوی الربع , ب د 2 مستوی المربع 1 CNS SE‏ 
چجے 


+ 
من(١)و(١)‏ بذ ا كلمن أها, کو وب 1 الستوی أ ه م المطلوب أولا) 


۳:۵ 


جه اال 2-6 5 1 
ھم مائل ہ ام مسقط المائل على مستوى المربع 
ام ا بد إذن هم ابد 
أي أن قياس الزاوية الزوجية هو قياس الزاوية أم ه . 
في المثلث أب ج القائم الزاوية في (ب): (أج)!- (أب)آ+(ب جہ) 


( المطلوب ثانيا) 


أب ج مثلث قائم الزاوية في أ فيه »أ ب - ۸ سم, أج - 1 سم آقیم العمود 
يهم 


اد على مستوى المثلث » بحيث کان أد = ۵ سم, رسم دن 8 » وصل أن ؛ 
جد طول كل من أن ء دن 


5 0 0 0 / ۲ / ۲ ۲ 
مساحةثم أن جه ےےل (جاب)(أن) - گا (أب) (أج) ال(جباء(آاب)+(اج) 
چم 1 ۲ = 81+15" ع١٠٠‏ 


(TATE (oU)‏ يتاي اش 


£ 
۵ 


نج اق ۓ سم 


فی الثلث د أن القائم الزاوية فی 1 (دن)" - (دأ) هران )"2 ۲۵+( گا )'۔ ٠٠١١‏ 
1 ا 8 ۵ 


۰ دن ۔ ۱۲۰۱ ۹ 


جے 


سم س مستوى معلوم ,أ نقطة خارجة عنه,رسم أب عمودا على الستوی س 
مثال جم ہے 


يلاقيه في ب » ثم رسم في المستوى س المستقيمان المتعامدان ب ج » بد٠‏ 


س مستوى » أ نقطة خارج مستواہء 7 
یس 
أب ل الستوی س ويلاقيه في (ب ) 


+ ی ب 
باد » باج ( الستوی‌س » بد 2 الستوی س 


البرهان : 


جحي 
۳ + 


7 لهم چپ وے 
وبما آن ب ج 1 


5 جه 
باد 


با اج ریاد 
هثل الشكل ا جاور الثلث س ص ع فيه قياس 
٥ 5‏ 

الزاوية ص س ع = 1٠١‏ , س ص - 5 سم » 


هم ۱ جچے جےھ 
رسم ص ن ا مستوى المثلث ورسم ص م | س ع » 
إذا كان ص ن = 1 سم . 


8 پت 0 
؟) قياس الزاوية الزوجية ( ص, سرغ من | = 1١‏ 


س ص ع مثا ذون نقطة خارج مستواه وفيه س ص = ۶ سم وقياس الزاوية ص س ع = 1۰ 


بے ۱ جه چے 
صن | مستوى الثلثء صن = 1 سم , ص م | سرع . 


الطلوب : إثبات أن )١‏ نم | سع 


5 0 
( قياس الزاوية الزوجية ( ص , سرع ,ن | = 1۰ 


ےم 
ص ن ا مستوى المثلث 
ج» يي 
نم مائل » صم مسقط الائل على مستوى المثلث 
( المطلوب أولا) 
چپ 85 8 
قياس الزاوية الزوجية ( ص , سرع ,ن | - قياس الزاوية ص م ن 


في المثلث القائم الزاوية ص م س : 

ہا ۹ہ م ے صم |[ |۲۰ ۳ سم 
3 

۵۴ 7:0700 ( الطلوب ثانیا ) 
)وس 


۳:۷ 


مثال أب ج مثلث قائم الزاوية فى ب, رسم جد 1 مستوى الثلث أب ج» 


ثم وصل أد » نصفت ب ج في ه, كذلك نصفت أد 
في و. 


أثبت أن : 


9 لا ب اج 

العمل : ننصف أج في ل ثم نصل ل ھ٤‏ ل و 

البرهان : 
في المثلث أب ج : ل ه // أب « القطعة المستقيمة الواصلة بين منتصفي ضلعين 

في مثلث توازي الضلع الثالث » 

0 5 ۵ ۳ 5 

3 ق 9إ ل ھج ق و أباج ۹.۰ 

فى المثلث أدج : ول // جاد « القطعة المستقيمة الواصلة بين منتصفي ضلعين 

3 في مثلث توازي الضلع الثالث » 

وماأن ج5 امستوی المثلث أب ج بو ول 1 مستوىالمثلث أب ج 
كذلك له 1 بج 

وه مائل على المستوى أب ج , له مسقط الائل على الستوی أب ج 


بحم اکن لهل ب‌ج ] 

يمثل الشکل ا جاور الهرم الثلاثي أب ج د فيه ب ج - ب دہ 
أجادأدء ذ نصفت جاد في ه. 
أ) آثبت أن جد | المستوى أب ه. 


یس جے * 
ب) إذا رسم أ9 ل ب ه » فأثبت أن أ 9 ل المستوى ب جد. 


لس 


ج) إذا كان ج د - ۱۸ سم »أج - ۱۵ سم » و - ٦‏ سم 


جد قياس الزاوية الزوجية (ب ء ج د, أ) . 


ر8 آه متوسط في المثلث المتساوي الساقين أجد ۰۰ أه ل جه 
ب ه متوسط في المثلث التساوي الساقين ب جد .'. به ل جد 

.". جد ل کل من أه, به المتقاطعتين والحتوتين في المستوى أب ه 

". جد ل المستوى أب ه .". جد ل المستوى أب ه (المطلوب أولا) 


جد ل المستوى أب ه » 91 < المستوىأابه 
بت ےی 


ل جد » کنلك أ9 ل به (بالفرض) 


( الطلوب ثانيا) 


قياس الزاوية الزوجية ( ب2 ج 
في النلث أه ج القائم الزاوية في ه : 


(ڑھ)اأء رأجائ رج ماأء زه لروأء ١٤١‏ سه أهء 


مثال | في الشکل المجاور: 
أب ج مثلث قائم الزاوية في أ » دب 1 مستوى المثلث 
أ) أثبت أن المستويين د أ ب » دأج متعامدان . 
ب ) إذا کان أب = 1 سم , ب جد ۱۲ سم » فجد قياس 
الزاوية الزوجية بين المستويين أب دج ب د. 
أي الزاوية : | + ب دج | 
المعطيات : 
أب ج مثلث قائم الزاوية في أ, دب ل مستوى المثلث 
الطلوب : أ) أثبت أن الستویین د أب , د أ ج متعامدان . 
ب ) إذا کان أب = 1 سم , ب ج د ۱۲ سم » فجد قياس 
الزاوية الزوجية بين المستويين أب دج ب د . 


البرهان : 


ب ا1 أج بالفرض )١(...‏ 


دبل الستوى اوج + 31 السنوى آب ج : دا ا CFs.‏ 
او ےآ كلمن أب مک افك قوق لس داف 
0 اس سی ان 

كن کی حسم وات ا فیس رات کافس راف و 


قياس الزاوية الزوجية ( أ, ب »ج ) - قح أب ج 


في المثلث أب ج القائم الزاوية في أ: 


مثال | أب ج مثلث قائم الزاوية في ب . أقيم من (أ) عمود على مستوى المثلث ثم 
فرضت أي نقطة مثل (ن ) على هذا العمود برهن أن الزاوية ن ب ج قائمة . 
العطیات : 
أب ج مثلث قائم الزاوية في ب» (ن ) نقطة خارج مستواه» أن 1 الستوی أب ج 
المطلوب : 5 
|ثبات أن الزاوية ن ب ج قائمة . / 
1 
البرهان : 
أب ا بج (بالفرض) 
وما أن أن 1 الستوی أب ج » نب مائل على المستوى أب ج 
۰ أب مسقط الائل على الستوی أب ج 


.. نب ل بج لن أب ا بج أي أن الزاوية ن ب ج قائمة . 


بكل الشکل شاو رداق مرك ها النفظة. د وتصقف قاط دا 
- ۱۰ سم » أب وتر في الدائرة طوله ۱۲ سم » 
دج ل مستوى الدائرة حيث د ج = ۱ سم . 
احسب ظل قياس الزاوية الزوجية بين المستويين أب ج, 


ومستوى الدائرة . 
العطیات : 
( د ) مركز داثرة نصف قطرها = ٠‏ سم والنقطة ( ج ) خارج مستواها ب 


أب وترفي الدائرة طوله ۱۲ سم » دج ل مستوى الدائرة حيث دج - 1 سم . 
حساب ظل قياس الزاوية الزوجية بين المستويين أب ج» ومستوی الدائرة . 
ال حل : 
ننزل العمود د ه على الوتر أب فينصفه في (ه ) ثم نصل ج ه 
وم 
أب هو حرف الزاوية الزوجية المطلوبة 
ما أن دج بك مستوی الدائرة » جه مائل, ده مسقطه على مستوى الدائرة 


| ° و حح- | ° 
» ده ل اب .. ج داه ل اب 


قياس الزاوية الزوجية المطلوبة = قياس الزاوية ج ه د 
في المثلث ب ه د القائم الزاوية في ه : 


(هد)اء(بد)'-زهب])! 


المصادر والمراجع : 
المراجع العربیة : 


1 _ كتاب الحسبان الشامل في التفاضل والتكامل والهندسة التحليلية / الجزء الأول , تأليف : د . عبد ال جید نصير 
ود. بسام الناشف . 

2 _کتاب الرياضيات للمرحلة الثانوية - الفرع العلمي / المملكة الاردنية الهاشمية . 

3 كتاب الجبر والهندسة الفراغية للمرحلة الثانية للثانوية العامة / جمهورية مصر العربية . 

4 _ كتاب التكامل للمرحلة الثانية للثانوية العامة / جمهورية مصر العربية . 

5 _ الرياضيات ل كامل الناصري . 


: المراجع الأجنبية‎ 
1- Calculus with analytic geometry , Richard A . Silverman. 
2-Calculus , Anton ,Davis,seventh edition . 
3- One and severable variables CALCULUS , SALAS . 


4-3000 solved problems in calculus -Schaum by Mendelson . 
5- Engineering mechanics (DYNAMICS),R.C.HIBBLER . 


محتويات الكتاب : 
التكامل وتطبيقاته 1 _193 
القطوع ا خروطیة 281-194 


الهندسة الفضائية 351_282 


